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ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА. 


Жозеф Луи Лагранж (1736—1813) является одним из наи- 
более выдающихся деятелей точного естествознания 18 века. 
Особенно велики его заслуги в области математики, аналити- 
ческой и небесной механики. 

Восемнадцатый век явился периодом формирования общей 
аналитической механики. К этому времени относится создание 
аналитичесчого аппарата теории движения материальных точек, 
твердых тел и их систем, а также идеальной жидкости. Этот 
процесс формирования аналитической механики протекал под 
непосредственным воздействием различных областей естество- 
знания и запросов быстро развивавшейся техники. 

Основополагающее значение для аналитической механики 
точки, твердого тела и систем, не подверженных механи- 
ческим связям, в 18 веке имели фундаментальные трактаты 
Леонарда Эйлера (1707—1783), созданные им в Петербургской 
Академии Наук. Аналитическая механика Эйлера имела в своей 
основе принцип ускоряющих сил и систему основных понятий 
механики Ньютона, творчески переработанную Эйлером при 
несомненном влиянии великого русского ученого М. В. Ло- 
моносова. 

Однако аналитическая механика Эйлера удовлетворяла боль- 
ше требованиям небесной механики, чем запросам техники. 
Техника того времени была более заинтересована в построении 
аналитической статики и динамики систем твердых тел, под- 
чиненных определенным механическим связям. В разрешении 
этой задачи Эйлер принял участие своими трудами по аналити- 
ческому развитию так называемого «петербургского принципа» 
динамики системы, сформулированного петербургским акаде- 
миком Яковом Геррманном (1678—1733) как принцип «еже- 
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мгновенной» эквивалентности совокупности фактически при- 
ложенных сил и совокупности сил инерции отдельных точек 
рассматриваемой материальной системы. Несмотря на все свое 
значение, принцип этот, однако, остался в тени после того, как 
Даламбер (1717—1783) в своем «Трактате динамики» (1743) 
выдвинул в качестве основного принципа динамики системы обоб- 
щение принципа Якова Бернулли (1654—1705), сводящее условия 
движения системы к условию ее равновесия под действием поте- 
рянных сил. Теснейшая связь этого «принципа Даламбера» 
с «петербургским принципом» была выявлена впервые лишь 
Тагранжем. 

Приобретя широкую известность, трактат Даламбера тем 
не менее не смог сыграть роли систематической сводки аппа- 
рата аналитической динамики материальных систем, ибо оказал-. 
ся лишь малоупорядоченным набором примеров на приложение 
принципа равновесия потерянных сил, не содержащим никаких 
методически стройных и единообразных приемов составления 
дифференциальных уравнений движения материальных систем. 
Главной причиной этого было то, что Даламбер не уделил 
внимания аналитическому оформлению того принципа статики 
системы, сочетание которого с «принципом Даламбера» только 
п дает возможность завершить составление упомянутых урав- 
нений. Первым систематическим трактатом по аналитической ме- 
ханике систем, материальных точек, подчиненных механическим 
связям, явился лишь трактат Лагранжа «Аналитическая 
механика», вышедший первым изданием в 1788 году. Он сыграл 
основополагающую роль для дальнейшего развития той разно- 
видности аналитической механики, которая опирается 
на комбинацию принципа виртуальных перемещений © ирин- 
ципом Даламбера или с «петербургским принципом» динамики 
системы. 

Первая часть трактата Лагранжа посвящена изложению 
аналитической статики механических систем, подчиненных глад- 
ким, удерживающим связям, причем в основу этого изложения 
кладется аналитическая запись условия равновесия, вытекаю- 
щего из принципа возможных перемещений, именуемая Лагран- 
жем «общей формулой статики». 

Вторая часть трактата излагает аналитическую динамику 
таких же механических еистем, причем в основу вывода системы 
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дифференциальных уравнений движения и вывода главнейших 
первых интегралов этой системы (именуемых Лагранжем 
«принципами» или «общими свойствами движения», «относящи- 
мися к центру инерции», «к площадям», «к живым силам» 
ит. п.) кладется аналитическая запись «общей формулы дина- 
мики», выражающей собою комбинацию принципа Даламбера 
(или «петербургского принципа») с принцилом возможных 
перемещений. 

Высокая степень систематичности изложения аналитического 
аппарата статики и динамики материальных систем, достиг- 
нутая в «Аналитической. механике» Лагранжа, прекрасно 
осознавалась ее автором. Следуя стилю рационалистического 
механистического мировоззрения, прогрессивного для 18 века, 
Лагранж выражал это свое мнение, говоря, что он «предложил 
себе свести теорию механики и способ решения относящихся 
к ней задач к общим формулам, простое развертывание которых 
даезх все уравнения, необходимые для решения любой задачи». Та 
же самая мысль выражена и в конце предисловия к первому изда- 
нию .1811 г., где Лагранж говорит, что «методы, которые здесь 
излагаются, не требуют ни построений, ни геометрических или 
механических рассуждений, но нуждаются исключительно в 
алгебраических операциях, подчиненных правильному и едино- 
образному течению» и что «те, кто любит‘ анализ, увидят © удо- 
вольствием, что механика сделалась его новой ветвью». 

Именно эти высказывания Лагранжа и дали повод буржуаз- 
ным историкам науки, в том числе Маху, представить трактат 
Лагранжа как демонстрацию «принципа экономии мышления 
в науке», как проявление воображаемого желания Лагранжа 
вытравить из механики всю ее материальную естественно- 
научную и техническую основу, как проявление якобы бесприн- 
ципного формализма Лагранжа. 

На самом деле, разумеется, ничего подобного не было. 
Советскому читателю, вооруженному марксистско-ленинской 
методологией, легко будет усмотреть под внешним матема- 
тическим покровом «Аналитической механики» Лагранжа 
крепкие стихийно-материалистические стержни. Эти стерж- 
ни служат надежным каркасом всей структуры этой книги, 
являющейся одним из лучших памятников человеческого гения 
той эпохи, когда механический материализм, будучи мировоз- 
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зрением революционного в то врэмя «третьего сословия», сыграл 
свою прогрессивную роль в борьбе против одряхлевшей фео- 
дально-клерикальной идеологии. 

Проявлений стихийно-материалистических, чуждых бесприн- 
ципному формализму установок в книге Лагранжа весьма много. 
Так, например, не потерявшие своего значения и до нашего 
времени исторические введения Лагранжа к статике и ди- 
намике ярко обнаруживают его материалистическое стремле- 
ние установить сравнительную ценность отдельных принципов 
механики и их соотвэтствие сущэству практических задач, 
причем для этой цели избирается правильный прием историче - 
ского анализа развития науки в связи с развитием конкретной 
тематики ее прикладных задач. 

Достаточно вдуматься в ту аргументацию, которую извле- 
кает из этих исторических обзоров в пользу избираемой им 
системы принципов механики Лагранж, чтобы ясно увидеть, 
что «общие формулы», к которым Лагранж стремится свести ста- 
тику и динамику, мыслятся им по существу вовсе не как простые 
формально-математические записи, создаваемые для «экономии 
мышления», но как определенные. отражения вполне реальных и 
объективно существующих вне человеческого мышления законо- 
мерностей движения материальных тел, в существовании которых 
Лагранж не сомневается ни в какой мере. Конечно, Лагранж 
не учитывает относительности знаний своего времени и абсолю- 
тизирует эти знания. Однако этот недостаток является 
дефектом всего механического материализма 18 века, отражаю- 
щим его недиалектичность, но не лишающим его характерных 
и здоровых — для того времени — ведущих признаков именно 
материалистического мировоззрения. 

Обратим, наконец, внимание на самообоснование и доказа- 
тельство Лагранжем ‚фундаментального для его механики 
принципа виртуальных перемещений, который сводится им к 
чисто техническому «принципу блоков». Тогда мы увидим, 
насколько глубоко было проникновение материалистических кон- 
цепций в основу аналитической механики Лагранжа и насколько, 
следовательно, ложно клеветническое изображение механики 
Лагранжа махистскими фальсификаторами истории науки, как 


комбинации формализма с пресловутым принципом экономии 
мышления. 
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Обращаясь к конкретному содержанию статики и динамики 
Лагранжа, мы находим большое богатство основных. форм 
условий равновесия и дифференциальных уравнений движения 
для многих фундаментальных задач, имеющих определенное тех- 
ническое и естественно-научное значение и происхождение. 
Среди последних существенную роль в трактате Лагранжа 
играют проблемы небесной механики, что далеко не случайно, 
ибо Лагранж явился одним пз основоположников классической 
небесной механики. 

Лагранж уделяет также большое внимание проблеме эф- 
фективной трактовки самих задач, проблеме эффективного их 
решения. В этом опять проявляется конкретная материалистич- 
ность содержания трактата Лагранжа, его стихийная направ- 
ленность на критерий практики. 

Видя, что исчерпывающее большинство хоть сколько-нибудь 
сложных задач прикладного характера при тогдашнем состоя- 
нии математического анализа не допускает строгого решения, 
Лагранж предпринимает разработку методов приближенного 
решения таких задач и достигает здесь блестящих успехов. 

Тем самым такие разделы динамики Лагранжа, как, на- 
пример, посвященный разработке «общего метода приближений, 
основанного на вариации произвольных постоянных», помимо 
своего конкретного значения для небесной механики, физики 
и техники, имеют также и весьма болыцое методологическое 
значение, являясь выражением материалистической тенден- 
ции Лагранжа — не ограничиваться одним только напи- 
санием дифференциальных уравнений, но также и доводить ре- 
шение задач механики до результатов, которые могли бы быть 
сравнены с наблюдательным и экспериментальным материалом, 
т. е. доводить трактовку задач механики до практического 
приложения. 

Классический труд Лагранжа бесспорно является одним 
из важнейших документов в истории развития механики. 
Кроме колоссального богатства фактического теоретического 
материала, в значительной части не потерявшего, своего значе- 
ния и до нашего времени, это сочинение представляет боль- 
шой интерес также и в общем методологическом плане 


борьбы материализма с идеализмом в области точного есте- 
ствознания. 
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Кроме отмеченных выше специфических проявлений меха _- 
нистического упрощенного мировоззрения, типичного для 18 века, 
труд Лагранжа, разумеется, не свободен п от известных не- 
достатков специального научного характера. Некоторые теоремы 
(например —- «теорема Лагранжа об устойчивости равновесия 
консервативной динамической системы» и т. п.) доказаны в нем 
недостаточно строго, некоторые выводы недостаточно ясны или 
недостаточно общи (вывод условий равновесия проведен только 
для удерживающих связей, а вывод уравнений движения дан 
только для удерживающих и не зависящих от времени связей 
ит. д.). Дальнейший прогресс аналитической механики в 19 веке 
устранил эти недостатки и принес существенные обобщения си- 
стемы аналитической механики Лагранжа, причем в этом про- 
грессе науки исключительно важную роль сыграли труды пред- 
ставителей передовой русской школы механики, школы Остро- 
градского — Чебышева — Ляпунова — Жуковекого. 

Поэтому изучение «Аналитической механики» Лагранжа 
сможет дать советскому читателю также опорный подготовитель- 
ный материал для изучения и правильной исторической оценки 
тех великих вкладов в аналитическую механпку, которыми ми- 
ровая наука обязана трудам М. В. Остроградекого, О. И. Сомова, 
А. М. Ляпунова и других русских ученых. 
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Существует уже много трактатов. о механике, но 
план настоящего трактата является совершенно 
‘новым, Я поставил себе целью свести теорию меха- 
ники и методы решения связанных с нею задач 
к общим формулам, простое развитие которых дает 
все уравнения, необходимые для решения каждой 
задачи. Я надеюсь, что способ, каким я постарался 
этого достичь, не оставит желать чего-либо лучшего. 

Кроме того, эта работа принесет пользу и в другом 
отношении: она объединит и представит с одной и той же 
точки зрения различные принципы, открытые до сих пор 
с целью облегчения решения механических задач, 
укажет их связь и взаимную зависимость и даст 
возможность судить об их правильности и сфере их 
применения. 

Я делю эту работу на две части: статику, или 
теорию равновесия, и динамику, или теорию движе- 
ния; в каждой из этих частей я отдельно рассматри- 
ваю твердые и жидкие тела. 

В этой работе совершенно отсутствуют какие бы 
то ни было чертежи. Излагаемые мною методы не 
требуют ни построений, ни геометрических или ме- 
ханических рассуждений; они требуют только алгеб- 


*) Цифрами в квадратных скобках отмечены примечания 


редакторов русского перевода, помещенные в конце тома 
(Прим. ред.) 
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раических операций, подчиненных планомерному 
и однообразному ходу. Все любящие анализ с удо- 
вольствием убедятся в том, что механика становится 
новой отраслью анализа, и будут мне благодарны 
за то, что этим путем я расширил область его при- 
менения *). 

Таков план, который я попытался осуществить 
в первом издании настоящего трактата, опублико- 
ванного в 1788 году. Настоящее издание представляет 
собою со многих точек зрения новую работу, выпол- 
ненную по тому же, но только расширенному, плану. 
Здесь уделено больше внимания изложению принци- 
пов и общих формул и отведено больше места при- 
ложениям, в которых содержится разрешение основ- 
ных проблем, относящихся к области механики. 

Мы сохранили обычные обозначения дифферен- 
циального исчисления, Так как они соответствуют 
системе бесконечно малых величин, принятой в на- 
стоящем трактате. Если дух этой системы хорошо 
усвоен и если в точности ее результатов убедились 
с помощью геометрического метода первых и послед- 
них отношений, или с помощью аналитического метода 
производных функций, то бесконечно малые величины 
можно применять в качестве надежного и удобного 
средства для сокращения и упрощения доказательств. 
Таким именно образом доказательства древних сокра- 
щаются с помощью метода неделимых. 

Укажем теперь главнейшие дополнения, которыми 
настоящее издание отличается от предшествующего. 

Первый отдел первой части содержит в себе более 
полный анализ трех принципов статики с новыми 
замечаниями о природе и связи этих принципов; он 
заканчивается прямым доказательством принципа 
виртуальных скоростей, совершенно независимым от 
других двух принципов. 


*) Это начало предисловия Лагранжа ко второму изданию 
целиком воспроизводит его предисловие к первому изданию, 
которое мы здесь не приводим. (Прим. ред.) 
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Во втором отделе дано более строгое доказатель- 
ство положения, что принцип виртуальных скоростей 
для любого числа сил, ‘находящихся в равновесии, 
может быть выведен из того случая, когда имеется 
только две силы, что приводит этот принцип непо- 
средственно к принципу рычага; уравнения, вытекаю- 
щие из этого принципа, даны в более общем виде, и 
указаны условия, необходимые для того, чтобы ка- 
кая-либо система сил была эквивалентна другой 
системе сил и была в состоянии ее заменить. 

В третьем отделе мы выводим более прямым 
путем формулы мгновенных вращательных движений 
и сложения этих движений, а отсюда выводим теорию 
моментов и их сложения: мы излагаем здесь мало 
известное свойство центра тяжести и даем новое 
доказательство максимумов и минимумов, имеющих 
место при состоянии равновесия. 

Четвертый отдел содержит более общие и более 
простые формулы для решения задач, связанных с 
методом вариаций; путем сопоставления этих формул 
с формулами равновесия тел изменяющейся формы 
мы показываем, что задачи, касающиеся равновесия 
этих тел, относятся к разряду задач, известных под 
названием общих изоперимет рпческих задач, и решаются 
тем же самым путем. 

Пятый отдел излагает некоторые новые проблемы 
п содержит в себе- важные замечания по ПОВОДУ 
некоторых решений, приведенных уже в первом 
издании. 

В шестом отделе мы прибавили некоторые детали, 
касающиеся исторического анализа принципов гидро- 
статики. 

В седьмом отделе мы придали больше строгости и 
общности определению деформаций частиц жидкости 
и сильно упростили анализ членов, относящихся 
к границам массы жидкости; из этих членов мы 
вывели теорию действия экидкостей на погруженные 
в них твердые тела или на стенки сосудов, в которых 
они заключены, а отсюда получили прямое доказа- 
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тельство теоремы, что при равновесии твердого тела 
с жидкостью силы, деиствующие на твердое тело, 
являются теми же, как если бы жидкость образовала 
лишь единую массу с твердым телом. В этом же 
отделе, равно как и в следующем, где трактуется 
вопрос о равновесии упругих жидкостей, мы приба- 
вили несколько случаев применения общих формул 
равновесия жидкостей. 


Вторая часть настоящей работы, динамика, полу- 
чила большее количество добавлений. 

В первом отделе мы дали более полный, а в 
некоторых частях более точный исторический анализ 
принципов динамики. 

Второй отдел содержит в себе важное добавление, 
в котором указывается, в каких случаях общие фор- 
мулы динамики, а следовательно, и уравнения, полу- 
чающиеся отсюда для движения системы тел, не 
зависят от положения осей координат в пространстве; 
отсюда получается возможность путем введения трех 
новых произвольных постоянных обобщить решение, 
в котором некоторые постоянные были положены 
равными нулю. 

В третьем отделе уделено больше внимания свой- 
ствам, относящимся к движению центра тяжести 
и к площадям, описанным системой тел; мы приба- 
вили здесь теорию главных осей или равномерного 
вращения, выведенную из рассмотрения мгновенных 
вращательных движений с помощью анализа, отлич- 
ного от того, какой применялся до сих пор; далее, 
мы доказываем некоторые новые теоремы о вращении 
твердого тела или системы тел — для случая, когда 
это вращение происходит вследствие первоначальнога 
толчка. 

Четвертый отдел остался почти в том же виде, 
как и в первом издании. 

Но пятый отдел является совершенно новым; он 
содержит в себе теорию ` вариации произвольных 
постоянных, которая послужила темой для трех 
‘мемуаров, напечатанных в Мётотез де 1а ргешиуёге 
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Саззе 4е ]’Тп5М о за 1808 г., однако здесь эта теория 
изложена более просто и в виде общего приближен- 
ного метода решения всех механических задач — для 
случаев, когда имеются возмущающие силы, вели- 
чина которых незначительна по сравнению с глав- 
ными силами. 

Отметим здесь, чтобы указать область, которую 
способна охватить эта теория, что функция И, зави- 
сящая от главных сил, может быть функцией только 
независимых переменных &, ], $,..., а также вре- 
мени $, но что не обязательно, чтобы функция, обозна- 
ченная через < и зависящая от возмущающих сил, 
обязательно имела тот же характер. Каковы бы ни 
были эти силы, достаточно, разложив их для каж- 
дого тела т системы на три силы Х, У, й, направлен- 
ные по координатам 2, у, 2 в сторону их возрастания, 
выразить эти координаты в функции независимых 


переменных &,{,ф,..., и тогда вместо частных про- 
{9 
ИЗВОДНЫХ ср, $ ›''' МОЖНО подставить соответству- 


ющие суммы 

0 убу | 70: 05 уду 108 
$т (ХУ +25), $т (Х 5 4+ +25, .-. 
и, следовательно, вместо ДО — величину 


Эт (ХА; -- Улу-+ 24»), 


где А обозначает вариацию по отношению к произ- 


90 
вольным постоянным, так что -_ можно заменить 
выражением 


дх ду 95. 
Эт (ХЕ УС 2 


равным образом можно заменить другие частные 
производные О. Этим путем можно достичь того, 
что настоящий метод станет применимым и к во3- 


мущающим силам, выраженным в функции любых 
переменных. 
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Наконец, в шестом отделе, являющемся последним 
в этом томе и соответствующем первому параграфу 
пятой главы предшествующего издания, прибавлены 
различные замечания и сверх того решение некоторых 
задач о малых колебаниях тел; он заканчивается 
теорией колеблющихся струн, которую я дал в первом 
томе «Мбтотез 4е Тит» и которую я здесь изложил 
более просто и приняв во внимание возражения, 
выдвинутые против этой теории Даламбером (9’А1ет- 
Бег!) в первом томе его «Орязещез». 


5х 


СТАТИКА 


ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ СТАТИКИ. 


Статика — это наука о равновесии сил. Под силой 
мы понимаем, вообще говоря, любую причину, кото- 
рая сообщает или стремится сообщить движение телам, 
к которым мы представляем себе ее приложенной; по- 
этому силу следует оценивать по величине движения, 
которое она вызывает или стремится вызвать. В оо- 
стоянии равновесия сила не производит реального 
действия; она вызывает лишь простое стремление к 
движению; но ее следует всегда измерять по тому 
эффекту, какой она вызвала бы, если бы она дейст- 
вовала при отсутствии каких-либо препятствий. Если 
принять в качестве единицы какую-либо силу или же 
ее действие, то выражение для любой другой силы 
представит собою не что иное, как отношение, т. е. 
математическую величину, которая может быть вы- 
ражена с помощью чисел или линий; с этой имен- 
но точки зрения и следует в механике рассматри- 
вать силы. 

Равновесие получается в результате уничтожения 
нескольких сил, которые борются и взаимно сводят 
на нет действие, производимое ими друг на друга; 
статика имеет своей целью дать законы, согласно ко- 
торым происходит это уничтожение. Эти законы осно- 
вачы на общих принципах, которые можно свести 


2 К. Лагранж, т. 1 
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к трем: принципу рычага, принципу сложения сил и 
принципу виртуальных скоростей. 

1. Архимед, единственный из древних, оставивший 
нам теорию равновесия в двух своих книгах «0е 
аефи1ропдегай Биз» или «Ое р|апогаш аеда ти», 
является автором принципа рычага. Последний, как 
это знают все механики, заключается в следующем. 
Если прямолинейный рычаг нагрузить с обеих сторон 
от точки опоры какими-либо двумя грузами таким 
образом, чтобы расстояния этих грузов от точки опоры 
были обратно пропорциональны самим грузам, то ры- 
чаг останется в равновесии, а нагрузка на точку его 
опоры будет равна сумме обоих трузов. Для случая, 
когда грузы равны и находятся на равном расстоянии 
от точки опоры, Архимед принимзэет этот принцип 
в качестве очевидной аксиомы механики или, по 
меньшей мере, в качестве опытного закона. К этому 
простому и первичному случаю он сводит случай, 
когда на рычаге помещены неравные грузы; послед- 
ние, если они соизмеримы между собою, он представ- 
ляет себе разделенными на несколько равных частей, 
эти части каждого груза он разделяет и помещает их на 
соответствующих плечах того же рычага на равных 
расстояниях, так что рычаг оказывается нагружен- 
ным большим числом малых равных между собою 
грузов, расположенных на равных расстояниях от 
точки опоры. Далее, он обосновывает правильность 
этой же теоремы для несоизмеримых грузов, дока- 
зывая посредством метода исчерпания, что между 
этими грузами не может быть равновесия, если они 
не находятся между собою в отношении, обратном их 
расстояниям от точки опоры. 

Некоторые новые авторы, как Стевин (З{еут) в 
своей статике и Галилей (СаШе!) в своих «Диалогах» 
о движении [?], упростили доказательство Архимеда, 
приняв, что грузы, помещенные на рычаге, имеют 
форму параллелепипедов, подвешенных горизонтально 
в средней своей точке; при этом ширина и высота 
обоих параллелепипедов равны, но длины их вдвое 
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больше соответствующих противоположных плеч. Тог- 
да оба параллелепипеда находятся между собой в 
обратном отношении к своим плечам и в то же время 
они располагаются впритык, так что составляют одно 
целое тело, середина которого в точности совпадает 
с точкой опоры рычага. Архимед уже раньше восполь- 
зовался подобным методом для определения центра 
тяжести фигуры, составленной из двух параболиче- 
ских поверхностей, а именно — в первом предложении 
второй книги о равновесии плоскостей. 

Другие авторы, наоборот, полагали, что нашли 
ошибки в доказательстве Архимеда и видоизменяли 
его различным образом с тем, чтобы придать ему 
ббльшую строгость; следует, однако, признать, что, 
нарушив простоту этого доказательства, они почти 
ничего` не выиграли с точки зрения точности. 

“Тем не менее из числа авторов, пытавшихся до- 
полнить доказательство равновесия рычага, данное 
Архимедом, следует особо отметить Гюйгенса (Нау- 
опепз), который по этому поводу написал небольшую 
работу под заглавием «ПетопзгаМо аеда ги ЬПап- 
с13» *), напечатанную в 1693 г. в собрании старых Мб- 
тпо1гез 4е ’Аса46т1е 4е Зеепсез. 

По мнению Гюйгенса, Архимед молча допускает, 
что когда несколько равных грузов помещено на го- 
ризонтальном рычаге на равных друг от друга рас- 
стояниях, то они стремятся вывести рычаг из горизон- 
тального состояния с одинаковой силой — независи- 
мо от того, находятся ли они все по одну сторону от 
точки опоры, или же одни из них находятся на од- 
ной стороне, а другие на другой стороне от точки опо- 
ры. Для того чтобы избежать этого ненадежного допу- 
щения, Гюйгенс распределяет равные части соизмери- 
мых грузов не так, как это сделал Архимед, т. е. на од- 
ном итом же рычаге по обе стороны от точек, в которых 


*) Эта работа Гюйгенса. входит в состав его «Сочинений», 
опубликованных ©’Гравезандом (5’Стауезап4де) в 1724 г. (в Ли- 
оне), т. 1, стр, 282. (Прим. Бертрана.) 


ож 
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грузы должны были бы висеть целиком, а размещает 
их точно таким же образом на двух других горизонталь- 
ных рычагах, которые расположены в конечных точках 
рассматриваемого рычага перпендикулярно к послед- 
нему, образуя с ним букву Т. Таким путем полу- 
чается горизонтальная плоскость, нагруженная извест- 
ным числом равных грузов, которая, очевидно, нахо- 
дится в равновесии по отношению к линии первого 
рычага, так как грузы распределены одинаково и 
симметрично по обе стороны от этой линии. Но Гюй- 
генс далее доказывает, что эта плоскость находится 
в равновесии и по отношению к прямой линии, на- 
клонной к линии рычага и пересекающей последнюю 
в точке, разделяющей основной рычаг на части, обратно 
пропорциональные трузам, которыми он согласно 
предположению нагружен, — так как ясно, что при 
этих условиях малые грузы располагаются на равных 
расстояниях по обе стороны от той же прямой линии. 
Отсюда Гюйгенс приходит к выводу, что плоскость, 
а следовательно, и рассматриваемый рычаг должны 
быть в равновесии в той же точке. 

Это доказательство остроумно, но оно не дает пол- 
ностью того, чего действительно нехватает в доказа- 
тельстве Архимеда. 

2. Что прямой горизонтальный рычаг, концы ко- 
торого нагружены равными грузами и точка опоры 
которого находится посередине, остается в равнове- 
сии, это само по себе очевидно, так как нельзя усмо- 
треть основания, в силу которого один груз перетя- 
нул бы другой. Не так, однако, обстоит дело с допу- 
щением, что нагрузка на точку опоры равна сумме 
обоих грузов. Повидимому, все механики рассматри- 
вали это допущение как результат повседневного 
наблюдения, которое учит нас, что тяжесть тела за- 
висит только от его массы, но ни в какой мере не 
зависит от его формы *). Тем не менее эту истину 


*) Мне думается, что впервые это положение пытался 
доказать Даламбер, однако доказательство, приведенное им в 
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можно вывести из первой, если подобно Гюийгенсу 
рассмотреть равновесие плоскости по отношению к 
прямой линии. 

Для этой цели следует только представить себе 
треугольную пластинку, которая на обоих концах 
своего основания нагружена двумя равными грузами 
и в вершине своей нагружена двойным грузом. Эта 
пластинка будет, очевидно, в равновесии, если она бу- 
дет опираться на прямую линию или на неподвиж- 
ную ось, проходящую через середины обеих сторон 
треугсльника; ибо каждую из этих двух сторон можно 
рассматривать в качестве рычага, который на обоих 
своих концах нагружен равными грузами и имеет 
точку опоры на оси, проходящей через его середину. 
Но это равновесие можно истолковать и иначе, а 
именно, рассматривая само основание треугольника 
как рычаг, концы которого нагружены двумя рав- 
ными грузами, и представляя себе поперечный рычаг, 
соединяющий вершину треугольника с серединой 
основания, так что образуется фигура Т-образного 
вида; один конец поперечного рычага нагружен двой- 
ным грузом, расположенным в вершине треугольника, 
между тем как второй конец служит точкой опоры 
для рычага, образуемого основанием. Совершенно 
очевидно, что этот последний рычаг будет находиться 
в равновесии на поперечном рычаге, который под- 
держивает его посередине, и что, следовательно, попе. 
речный рычаг будет в равновесии” на оси, на которой 
треугольник находится в равновесии. Но так как 
ось проходит через середину обеих сторон треуголь- 
ника, то она обязательно пройдет и через середину 
прямой линии, проведенной из вершины треуголь- 
ника к середине его основания; таким образом попе- 
речный рычаг будет иметь свою точку опоры в сред- 


Мето1тез 4е 1’Аса46пуе 4е Зе1епсез за 1769 г., не вполне удо- 
влетворительно. Доказательство, данное позднее Фурье в У 
выпуске Зоптпа! 4е 1’Ёсо]е Роубесвтиале, является очень стро- 
гим и чрезвычайно остроумным, но оно не выведено им пз 
природы рычага. (Прим. Лагранжа.) 
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ней своей точке и, следовательно, будет одинаково 
нагружен на обоих концах. Таким образом нагрузка, 
которую несет точка опоры рычага, образующего 
основание треугольника и нагруженного на обоих 
своих концах равными грузами, будет равна двой- 
ному грузу, находящемуся в вершине треуголь- 
ника и, следовательно, будет равна сумме обоих 
этих грузов. 

Если бы вместо треугольника рассмотреть тра- 
пецию, нагруженную в четырех своих вершинах 
четырьмя равными грузами, то тем же путем мож- 
но было бы установить, что два рычага нерав- 
ной длины, образующие параллельные стороны тра- 
пеции, действуют на свои точки опоры равными 
силами. 

3. Если это положение однажды обосновано, то 
ясно, что подобно тому, как это сделал Архимед, 
можно вместо одного груза, находящегося в рав- 
новесии на рычаге, подвесить два равных, вдвое 
меньших, груза на равных расстояниях по обе сто- 
роны от той точки, в которой был помещен 
груз. Ведь действие этого груза равно действию 
рычага, подвешенного в средней своей точке и 
нагруженного на обоих концах двумя равными 
грузами, каждый из которых равен половине данного 
груза; и ясно, что нет никаких препятствий к тому, 
чтобы последний рычаг настолько приблизить к пер- 
вому, чтобы он составил его часть. Или, что, пожа- 
луй, будет еще строже, можно считать, что этот 
последний рычаг поддерживается в равновесии силой, 
приложенной в его середине и действующей снизу 
вверх, причем эта сила равна тому самому весу, обе 
половины которого мы себе представляем помещен- 
ными в конечных точках рычага. Если этот рычаг, 
находящийся в равновесии, поместить на первом 
рычаге, который согласно нашему допущению нахо- 
дится в равновесии, на своей точке опоры, то общее 
равновесие сохранится; если же второй рычаг поме- 
стить на первом таким образом, чтобы середина вто- 
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рого рычага совпала с концом плеча первого, то 
можно будет считать, что сила, поддерживающая 
второй рычаг, приложена к самому грузу, которым 
нагружено плечо первого рычага, а так как этот груз 
будет поддерживаться упомянутой силой, то он уже 
не будет оказывать какого-либо действия на первый 
рычаг, и его место займут два равных груза поло- 
винного размера, которые будут находиться по обе 
стороны от данного груза на удлиненном плече пер- 
вого рычага. Доказанная таким путем суперпозиция 
равновесий является в механике столь же плопо- 
творпым принципом, каким в геометрии является 
суперпозиция фигур. 

4. Таким образом можно считать, что равновесие 
прямолинейного горизонтального рычага, нагружен- 
ного двумя грузами, величины которых обратно про- 
порциональны их расстояниям от точки опоры, 
является строго доказанной истиной. На основе прин- 
ципа суперпозиции легко, далее, распространить этот 
вывод на любой коленчатый рычаг, точка опоры 
которого находится в вершине угла и на плечи 
которого действуют в противоположных направле- 
ниях силы, перпендикулярные к плечам. В самом 
деле, прежде всего ясно, что коленчатый равнопле- 
чий рычаг, который может вращаться около своей 
вершины, будет поддерживаться в состоянии равно- 
весия двумя равными силами, приложенными к кон- 
цам плеч и направленными перпендикулярно к по- 
следним и, следовательно, стремящимися вращать их 
в противоположные стороны. Нусть теперь имеется 
прямолинейный неравноплечий рычаг, одно плечо 
которого равно плечу коленчатого равноплечего 
рычага и нагружено тяжестью, эквивалентной каж- 
дой из равных сил, приложенных к плечам колен- 
чатого рычага; другое плечо этого ‚рычага имеет лю- 
бую длину, и в конечной точке его помещен такой 
груз, что рычаг находится в равновесии. Представим 
себе, что этот рычаг наложен на равноплечий колен- 
чатый рычаг таким образом, что точка опоры прямо- 
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линейного рычага совпадает с вершиной коленчатого 
рычага и первое плечо первого совпадает с каким- 
нибудь плечом второго, причем обе силы, приложен- 
ные к совпавшим теперь конечным точкам обоих 
рычагов, имеют противоположное направление. Тогда 
обе эти силы друг друга взаимно уничтожат и соот- 
ветствующие плечи обоих рычагов, на которые эти 
силы действуют, потеряют всякое значение. А так 
как в результате суперпозиции общее равновесие 
не нарушится, то оставшийся налицо неравнопле- 
чий коленчатый рычаг, в конечных точках которо- 
го приложены перпендикулярно направленные си- 
лы, величины которых обратно пропорциональны дли- 
нам плеч, будет находиться в равновесии, подоб- 
но тому, как это имеет место при прямолинейном 
рычаге. 

Но силу мы можем себе представить приложен- 
ной в любой точке по ее направлению. Поэтому две 
силы, приложенные к каким-либо точкам плоскости, 
закрепленной в одной точке, и имеющие любое 
направление в этой плоскости, находятся в равно- 
весии, если величины этих сил обратно пропорцио- 
нальны перпендикулярам, опущенным из неподвиж- 
ной точки плоскости на направления этих сил, ибо 
можно считать, что эти перпендикуляры составляют 
коленчатый рычаг, точкой опоры которого является 
неподвижная точка плоскости. Это положение назы- 
вают принципом моментов, причем под моментом 
понимают произведение силы на плечо рычага, на 
которое она действует. 

Этот общий принцип достаточен для решения 
всех задач статики. Он был установлен уже при пер- 
вых шагах, какие были сделаны после Архимеда в 
теории простых машин, благодаря исследованию во- 
рота, как 0б этом можно судить по работе Гвидо 
Убальдо (ОБа!4о) «МесвВап!согат Бег», появившейся 
в 1577 г. в Пезаро; однако этот автор не сумел 
применить его ни к наклонной плоскости, ни к 
другим машинам, которые могут быть выведены из 
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последней, как, например, клин и винт, для кото- 
рых Убальдо дает очень неточную теорию. 

5. Отношение силы, удерживающей груз на на- 
клонной плоскости, к весу этого груза давно уже 
составляло проблему, которой были заняты новые 
механики. Стевин решил ее первым, но его решение 
основано на косвенном рассуждении, причем по- 
следнее не связано с теорией рычага. 

Стевин рассматривает твердое тело в форме тре- 
угольника, стоящего на своем горизонтальном основа- 
нии, так что обе его стороны образуют две наклон- 
ных ‚плоскости, и допускает, что на обеих сторонах 
этого треугольника лежат четки в виде некоторого чи- 
сла равных грузов, нанизанных на равных расстояниях 
на нить, или, лучше сказать, цепь, имеющая одинако- 
вую толщину на всем своем протяжении; при этом на- 
верху на сторонах треугольника эта цепь прилегает 
вплотную к этим сторонам, нижняя же часть цепи 
висит ‘свободно под основанием треугольника, как 
если бы она была прикреплена к обоим концам этого 
основания. 

Стевон рассуждает следующим образом. Если 
предположить, что цепь может свободно сколь- 
зить по треугольнику, она все-таки должна оста- 
ваться в покое; ведь если бы она сама собою начала 
скользить в каком-нибудь направлений, то она дол- 
жна была бы и дальше все время продолжать это 
скольжение, так как причина движения оставалась 
бы все время. неизменной, ибо в силу однородности 
частей цепи последняя все время висела бы одина- 
ковым образом на треугольнике, в результате чего 
получилось бы постоянное движение, что, однако, 
представляется абсурдным. 

Таким образом между всеми частями цепи необ- 
ходимо Должно быть равновесие. Но относительно 
части цепи, расположенной под основанием тре- 
угольника, можно считать, что она уже сама по себе 
находится в равновесии. Следовательно, действие 
всех грузов, расположенных на одной стороне тре- 
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угольника, должно уравновешиваться действием гру- 
зов, расположенных на другой его стороне; но сум- 
ма первых относится к сумме вторых, как длина 
первой стороны к длине второй. Стало быть, для 
того чтобы поддержать груз или несколько грузов 
на наклонной плоскости, требуется всегда одна и та 
же сила, когда общая сумма грузов пропорциональ- 
на длине плоскости, если только высота послед- 
ней остается неизменной; но в том случае, когда 
плоскость вертикальна, сила равна весу груза; от- 
сюда следует, что у всякой наклонной плоскости 
сила относится к весу груза, как высота пло- 
скости относится к ее длине. 

Я изложил это доказательство Стевина, так как оно 
очень остроумно и к тому же мало известно. Далее Сте- 
вин выводит из этой теории условие равновесия 
между тремя силами, приложенными в одной и той 
же точке, и находит, что это равновесие имеет место 
в том случае, когда силы параллельны и пропорцио- 
нальны трем сторонам какого-либо прямолинейного 
треугольника. (См. «Элементы статики» и «Добавле- 
ния к статике» Стевина в «Нуротпетафа та \ета- 
Иса», напечатанных в Лейдене в 1605 г., а также в 
трудах Стевина, переведенных на французский язык 
и напечатанных в 1634 г. Эльзевирами.) Следует, од- 
нако, отметить, что хотя эта основная теорема ста- 
тики обычно приписывается Стевину, она была 
им доказана лишь для того случая, когда напра- 
вления двух из этих сил образуют между собой 
прямой угол. 

Стевин ° правильно отмечает, что груз, лежащий 
на наклонной плоскости и поддерживаемый силой, 
направленной параллельно плоскости, находится в 
таком же состоянии, как если бы он поддерживался 
двумя нитями, из которых одна перпендикулярна, а 
другая параллельна плоскости, и с помощью своей 
теории наклонной плоскости находит, что отношение 
веса груза к силе, параллельной плоскости, равно 
отношению гипотенузы к основанию прямоугольного 
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треугольника, построенного на плоскости посредет- 
вом двух прямых линий, из которых одна идет вер- 
тикально, а другая проведена перпендикулярно к 
плоскости. Стевин ограничивается, далее, тем, что 
распространяет эту пропорцию на тот случай, когда 
нить, удерживающая груз на наклонной плоскости, 
составляет с последней косой угол; для этого он 
строит аналогичный треугольник с помощью тех же 
линий, одной вертикальной и другой — перпендику- 
лярной к плоскости, и откладывает основание по 
направлению нити; однако для того, чтобы обосно- 
вать правильность подобного построения, он должен 
был бы доказать, что та же самая пропорция имеет 
место при равновесии груза, удерживаемого на на- 
клонной плоскости силой, направленной косо к этой 
плоскости, что, однако, не может быть выведено из 
рассмотрения стевиновой воображаемой цепи. 

6. В механике Галилея, которая в 1634г. была 
впервые опубликована на французском языке Мер- 
сенном (Мегзеппе), равновесие на наклонной плоско- 
сти сведено к равновесию коленчатого рычага с дву- 
мя равными плечами, из которых одно следует себе 
представить направленным перпендикулярно к пло- 
скости и нагруженным тяжестью, положенной на 
плоскость, другое же направлено горизонтально и 
нагружено тяжестью, эквивалентной той силе, какая 
необходима для удержания груза на плоскости. Рав- 
новесие этого коленчатого рычага сводится затем к 
равновесию горизонтального рычага; для этой цели 
груз, положенный на наклонное плечо, Галилей рас- 
сматривает таким образом, как если бы он был по- 
мещен на горизонтальном плече, образующем пря- 
молинеиный рычаг с горизонтальным плечом колен- 
чатого рычага. Таким путем он устанавливает, что 
отношение тяжести к силе, поддерживающей ее на 
наклонной плоскости, обратно отношению обоих 
плеч прямого рычага, причем легко доказать, что 


эти плечи относятся друг к другу, как высота пло- 
кости относится к ее длине, 
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Можно сказать, что здесь мы имеем первое пря- 
мое доказательство, которое было дано для равнове- 
сия на наклонной плоскости. Галилей позднее вос- 
пользовался им для того, чтобы строго доказать, 
что тяжелые тела, падающие с одной и той же 
высоты по плоскостям различного наклона, в конце 
пути приобретают одну и ту же скорость; в первом 
издании своих «Диалогов» он ограничился лишь тем, 
что высказал предположение о существовании по- 
добного равенства. 

Галилею было бы легко решить и тот случай, 
когда сила, удерживающая груз, направлена косо к 
наклонной плоскости; однако этот новый шаг был 
сделан только спустя некоторое время Робервалем 
(Вофегуа!) в его «Тга№6 Че табсап1ае», напечатанном 
в 1636 г. в «Нагтоше ишуетзе Це» Мерсенна. 

7. Роберваль тоже рассматривает груз, положен- 
ный на наклонную плоскость, как если бы он был 
укреплен на плече рычага, расположенного перпен- 
дикулярно к плоскости, и силу, которой поддер- 
живают груз, он считает как бы действующей на то же 
плечо, но только в заданном направлении; . таким 
образом он получает одноплечий рычаг, один конец 
которого неподвижно закреплен, а другой находится 
под действием двух сил, веса груза и поддержи- 
вающей силы. Он подставляет затем вместо этого 
рычага коленчатый рычаг, оба плеча которого идут. 
перпендикулярно к направлениям соответствующих 
сил и который имеет в качестве точки опоры ту же непо- 
движную точку, и допускает, что обе силы приложе- 
ны к плечам этого рычага с сохранением их действи- 
тельного направления; указанным путем он получает 
для равновесия условие, заключающееся в том, что 
отношение веса груза к силе обратно отношению 
обоих плеч коленчатого рычага, другими словами, — 
обратно отношению перпендикуляров, опущенных из 
неподвижной точки на направления тяжести и силы. 

Отсюда Роберваль выводит равновесие груза, под- 
держиваемого двумя нитями, образующими между 
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собою любой угол; для этой цели он заменяет рычаг, 
перпендикулярный к плоскости, нитью, укрепленной 
в точке опоры рычага, а силу заменяет другой нитью, 
идущей по направлению этой силы. С помощью раз- 
личных построений и несколько усложненных ана- 
логий он приходит к следующему заключению: если 
`из какой-либо точки на вертикальной линии, прохо- 
дящей через груз, провести линию, параллельную 
одной из нитей до пересечения ее со второй нитью, 
то стороны полученного треугольника будут пропор- 
циональны весам и силам, действующим по напра- 
влениям этих сторон; как видим, это и есть теорема, 
предложенная Стевином. 

Я счел необходимым упомянуть об этом доказа- 
тельстве Роберваля не только потому, что оно яв- 
ляется первым строгим доказательством, какое было 
дано теореме Стевина, но и потому, что оно бы- 
ло предано забвению в ставшем ныне редким со- 
чинении о гармонии, куда: обращаться с поисками 
никому не приходит в голову. Впрочем, я вошел в 
рассмотрение изложенной детали, касающейся теории 
рычага, лишь с целью доставить удовольствие тем 
лицам, которые любят следить за течением мысли в 
науках, изучать пути, по которым: шли изобре- 
татели, и устанавливать более короткие пути, по ко- 
торым они могли бы пойти. 

8. Труды по статике, появившиеся после работы 
Роберваля до эпохи открытия закона сложения сил, 
не прибавили ничего к этой части механики; в этих 
работах мы встречаем лишь хорошо известные свой- 
ства рычага и наклонной плоскости и их применение 
к другим простым машинам; среди них встречаются 
работы, содержащие недостаточно точные — тео- 
рии, как, например, работа Лами (Гат!) о равнове- 
сии твердых тел, в которой дано неверное отноше- 
ние веса к силе, поддерживающей его на наклонной 
плоскости. Я не говорю здесь также о Декарте 
(Резсаг(ез), Торричелли (Тогг!се!) и Валлисе (У\Уа15), 
так как они приняли для равновесия принцип, нахо- 
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дящийся всвязи с принципом виртуальных скоростеи, 
но доказательства этого принципа не дали. 

9. Вторым основным принципом статики является 
принцип сложения сил. Он основан на следующем 
предположении: если на тело *) одновременно в раз- 
личных направлениях действуют две силы, то эти 
силы эквивалентны одной силе, способной сообщить 
телу то же самое движение, которое сообщили бы 
ему, действуя порознь, обе данные силы. Но когда 
тело должно одновременно двигаться равномерно по 
двум различным направлениям, то оно необходимо 
проходит диагональ параллелограмма, стороны кото- 
рого оно прошло бы отдельно в результате каждого 
из обоих этих движений. Отсюда заключают, что две 
любые силы, действующие вместе на одно и то же 
тело, эквивалентны одной силе, представленной по 
величине и направлению диагональю параллело- 
грамма, стороны которого изображают величины и 
направления обеих заданных сил. В этом и заклю- 
чается принцип, который называется принципом сло- 
жения сил. 

Одного этого принципа **) достаточно для того, 
чтобы определить законы равновесия во всех случа- 
ях; ибо если указанным путем все время последо- 
вательно складывать по две все силы, то мы долж- 
ны притти к одной силе, действие которой должно 
быть эквивалентно действию всех сил; следовательно, 
в случае равновесия эта сила должна равняться 
нулю, если в системе не имеется неподвижной точ- 
ки; если же подобная точка имеется, то направление 
этой силы должно проходить через неподвиж- 
ную точку. С этим можно встретиться во всех кни- 


*) Слово «тело» обозначает здесь материальную точку. 
(Прим. Бертрана.) 

**) Это место страдает некоторой неточностью: так как две 
силы, не лежащие в одной и той же плоскости, не имеют 
равнодействующей, то замечание Лагранжа не может быть 
применено, вообще говоря, даже в случае твердой системы. 
(Прим. Бертрана.) 
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гах по статике и в частности в «МопуеПе шёсат!дае» 
Вариньона (Уаг12поп), где теория машин выводится 
единственно из только что упомянутого принципа. 

Совершенно очевидно, что теорема Стевина о рав- 
новесии трех сил, параллельных и пропорциональ- 
ных трем сторонам любого треугольника, является 
непосредственным и необходимым следствием прин- 
`ципа сложения сил или, больше того, она представ- 
ляет собою не что иное, как тот же принцип, но вы- 
раженный лишь в иной форме. Однако последний 
обладает тем преимуществом, что он основан на 
простых и естественных понятиях, между тем как 
теорема Стевина основана лишь на соображениях 
косвенного характера. 

10. Как видно из некоторых мест «Механических 
проблем» Аристотеля, сложение движений было уже 
известно древним. Его применяли главным образом 
геометры для описания кривых, например, Архимед — 
для спирали, Никомед — для конхоиды и т. д. Среди 
ученых нового времени Роберваль вывел из него остро- 
умный метод проведения касательных к кривым, 
которые можно описать с помощью двух движений, 
закон которых известен. Однако Галилей является 
первым, применившим в механике исследование 
сложного движения для определения кривой, описы- 
ваемой тяжелым телом под действием силы тяжести 
и силы бросания [3]. 

Во втором предложении четвертого дня своих 
«Диалогов» Галилей доказывает, что тело, движуще- 
еся с двумя равномерными скоростями, из которых 
одна направлена горизонтально, а другая вертикаль- 
но, должно иметь скорость, представленную гипоте- 
нузой треугольника, стороны которого выражают эти 
две скорости; но, повидимому, Галилей в то же время 
не уяснил себе всей важности этой теоремы для тео- 
рии равновесия; в самом деле, в третьем диалоге, 
в котором речь идет о двйжении тяжелых тел по 
наклонной плоскости, он вместо того, чтобы приме- 
нить принцин сложения. движений к непосредствен- 
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ному определению относительной тяжести тела, на- 
ходящегося на наклонной плоскости [4], производит 
это определение, исходя, наоборот, из теории равнове- 
сия на ваклонных плоскостях, — на основе сообра- 
жений, изложенных им раньше в его работе «ОеПа 
зс1еп2?а штессап1са», в которой он наклонную пло- 
скость свел к рычагу. 

Далее, теория сложных движений встречается в 
работах Декарта, Роберваля, Мерсенна, Валлиса 
и т. д.; однако до 1687 года, когда появились «Ма- 
тематические начала» Ньютона и «Рго]еф де |1а помуеПе 
пп6сап1аае» Вариньона, еще никто не думал о том, 
чтобы при сложении движений поставить на место 
движений силы, способные их вызвать, и определить 
сложную силу, являющуюся равнодействующей двух 
заданных сил, аналогично тому, как определяют дви- 
жение, составленное из двух заданных прямолиней- 
ных и равномерных движений. 

Во втором дополнении к третьему закону движе- 
ния Ньютон в немногих словах показывает, каким 
образом законы равновесия могут быть легко выве- 
дены из сложения и разложения сил, если диагональ 
параллелограмма принять в качестве силы, состав- 
ленной из двух сил, выражаемых его сторонами; 
однако более детально этот вопрос был исследован 
в работе Вариньона «МопуеЙе таёсап1ае», которая 
появилась в свет в 1725 году после смерти ее авто- 
ра; она содержит в себе полную теорию равновесия 
сил в различных машинах, выведенную только из 
рассмотрения сложения и разложения сил. 

11. Принцип сложения сил дает сразу условия 
равновесия трех сил, действующих на одну точку, 
между тем как из равновесия рычага их можно было 
вывести только с помощью ряда рассуждений. Но с 
другой стороны, когда с помощью этого принципа 
желают определить равновесие двух параллель- 
ных сил, приложенных к концам прямолиней- 
ного рычага, приходится прибегнуть к косвен- 
ным рассуждениям, подставляя вместо прямолиней- 
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ного рычага коленчатый, как это сделали Ньютон и 
Даламбер, либо прибавляя две посторонние силы, 
которые взаимно друг друга уничтожают, но которые, 
будучи сложены с заданными силами, приводят к 
тому, что их направления сходятся, либо, наконец, 
допуская, что направления сил, будучи продолжены, 
встречаются на бесконечно большом расстоянии, и 
доказывая, что результирующая сила должна пройти 
через точку опоры. Этим методом воспользовался 
Вариньон в своей механике. Таким образом, хотя, 
строго говоря, оба принципа, рычага и сложения сил, 
всегда приводят к одним и тем же результатам, инте- 
ресно отметить, что наиболее простой случай для 
одного из этих принципов становится наиболее слож- 
ным для другого. 

12. Можно, однако, установить непосредственную 
связв между обоими этими принципами, пользуясь 
теоремой, данной Вариньоном в его «МопуеШе тбса- 
п140е» (раздел 1, лемма ХУГ), теорему, которая заключа- 
ется в следующем: если из какой-либо точки, лежащей в 
плоскости параллелограмма, опустить перпендикуля- 
ры на диагональ и на обе стороны, заключающие эту 
диагональ, то произведение диагонали на ее перпен- 
дикуляр равно сумме произведений обеих сторон на 
соответствующие им перпендикуляры, если точка 
лежит вне параллелограмма, и равно разности этих 
произведений, если она лежит внутри параллело- 
грамма. „Вариньон, пользуясь очень простым постро- 
ением, показывает, что если построить треугольники, 
имеющие своими основаниями диагональ и обе сто- 
роны, а общей своей вершиной заданную точку, 
то треугольник, ` построенный на диагонали, в первом 
случае, равновелик сумме, а во втором случае — раз- 
ности обоих треугольников, построенных на сторонах. 
Здесь мы имеем пред собою изящную теорему гео- 
метрии, независимо от ее применения в механике. 

Эта теорема осталась бы в силе и доказательство 
ее осталось бы тем же, если бы мы на продолжении 


3 ж. Лагранж, т. 1 
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диагонали и сторон избрали в любых местах отрезки, 
равные этим линиям; принимая во внимание, что каж- 
дую силу можно себе представить приложенной в 
любой точке по ее направлению, мы таким образом 
можем притти к общему выводу, что две силы, пред- 
ставленные по своей величине и направлению двумя 
прямыми линиями, лежащими в одной плоскости, 
имеют равнодействующую силу, представленную по 
своей величине и направлению прямой линией, кото- 
рая лежит в той же плоскости и которая, будучи 
продолжена, проходит через точку пересечения обеих 
прямых. Эта линия обладает той особенностью, что 
если в данной плоскости взять любую точку и из 
нее опустить перпендикуляры на эти три линии, про- 
должив их в случае надобности, то произведение 
равнодействующей силы на ее перпендикуляр рав- 
но сумме или разности соответствующих произве- 
дений составляющих сил на их перпендикуляры, 
в зависимости от того, взята ли точка, из кото- 
рой опущено три перпендикуляра, вне или вну- 
три прямых линий, изображающих составляющие 
силы. 

Если допустить, что избранная точка лежит на 
направлении равнодействующей, то эта сила не вхо- 
дит в уравнение, и тогда имеет `место равенство 
между обоими произведениями составляющих сил 
на их перпендикуляры; это — случай любого прямоли- 
нейного и коленчатого рычага, в котором точка опо- 
ры является именно той точкой, о которой здесь 
идет речь, так как в данном случае- действие рав- 
нодействующей силы уничтожается сопротивлением 
опоры. 

Упомянутая теорема, предложенная Вариньоном, 
является основой почти всех современных сочинений 
по статике, где на ней строится общий принцип, извест- 
ный под именем принципа моментов. Большое преиму- 
щество его заключается в том, что сложение и раз- 
ложение сил сводятся к действиям сложения и 
вычитания, благодаря этому, как бы велико ни было 
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число складываемых сил, легко определяется их 
равнодействующая, которая в случае равновесия дол- 
жна быть равна нулю. 

13. Я отнес период открытия Вариньона ко вре- 
мени опубликования его «Рто}е, хотя в предисловии, 
помещенном в начале его «МопуеПе тёсап1аае», он 
указывает, что за два года до того он поместил в 
Н1уоте 4е ]а герч6Пдае 4ез ]е тез статью о поли- 
спасте, в которой он воспользовался сложными дви- 
жениями для определения всего того, что относится 
к этой машине; я должен, однако, отметить, что это 
указание неверно. Статья о полиспасте, о которой 
идет речь, находится только в М№опуеез 4е ]а гёрир- 
|1фае дез ]еМтез за май 1687 г. под заглавием: «Мот- 
уеПе 4ЧбтопзгаНМоп 2бпбга]е де Газасе 4е рочИез & 
поте». ‹ (Новое общее доказательство применения 
блоков.) Автор рассматривает здесь равновесие груза, 
укрепленного на веревке, переброшенной через блок, 
обе части которой непараллельны. Здесь он совер- 
шенно не применяет принципа сложения сил и даже 
не упоминает о нем, а пользуется уже известными 
теоремами о грузах, укрепленных на веревках, и 
ссылается на работы по статике `Парди (Раг@1з) и 
Дешаля (РесБа!ез). Во втором доказательстве он сво- 
дит эту задачу к проблеме рычага, рассматривая пря- 
мую линию, соединяющую обе точки, где веревка 
оставляет блок, в качестве рычага, который нагружен 
тяжестью, подвешенной на блоке, и концы которого 
натягиваются обеими частями веревки, поддержива- 
ющей блок. 

Для того чтобы не упустить чего-либо, относяще- 
гося к истории открытия сложения сил, я должен 
здесь вкратце упомянуть о маленькой работе, кото- 
рую в 1687 г. опубликовал Лами под заглавием: 
«Мопуе Пе тап16ге 4е абтопитег ]ез ргте!раах И6богё- 
пез Цез 6]6таепёз 4ез пбсап1ачез». (Новый способ дока- 
зательства основных теорем элементов механики.) 
Автор отмечает, что, когда тело испытывает на себе 
действие двух сил, заставляющих его двигаться по 


З* 


36 СТАТИКА 


двум различным направлениям, оно необходимо идет 
по среднему направлению, так что, в случае, если 
бы путь по этому направлению оказался для него 
закрытым, оно осталось бы в покое, и обе силы урав- 
новесили бы друг друга. Среднее же направление он 
определяет путем сложения двух движений, которые 
приобрело бы тело в первое мгновение под влиянием 
каждой из обеих сил, если бы последние действовали 
отдельно одна от другой, и таким образом получает 
диагональ параллелограмма, стороны которого состав- 
ляют пути, которые были бы пройдены в течение 
одного и того же времени под действием обеих сил 
и которые, следовательно, пропорциональны этим 
силам. Отсюда он тотчас же выводит теорему, что 
обе силы относятся друг к другу обратно отношению 
синусов углов, которые их направления образуют со 
средним направлением, по которому двигалось бы 
тело, если бы оно не было задержано какими-либо 
препятствиями; эту теорему он применяет к наклон- 
ной плоскости и к рычагу, на концы которого 
действуют силы, направления которых образуют 
между собою некоторый угол; однако для того слу- 
чая, когда направления этих сил параллельны, он 
пользуется ненадежными и малоубедительными со- 
ображениями. 

Совпадение принципа, примененного Лами, с прин- 
ципом Вариньона дало основание автору «Н1\юо!те 4ез 
оцугасез 4ез зауап{з» (апрель 1688 г.) высказать 
предположение, что, повидимому, первый из них 
обязан открытием своего принципа вторэму. Лами 
оправдывался против этого обвинения в письме, ко- 
торое было опубликовано в Точгпа] 4ез зауапёз от 13 
сентября 1688 г. и на которое издатель «Н1\ю!е» 
ответил в декабре того же года; однако этот спор, 
в котором Вариньон не принял участия, не имел 
дальнейшего продолжения, и работа Лами, как видно, 
была предана забвению. 

Однако простота принципа сложения сил и лег- 
кость его применения ко всем проблемам равновесия 
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имели своим результатом то, что все механики при- 
няли его тотчас же после его открытия; можно 
сказать, что он служит основой почти для всех 
работ по статике, какие появились с тех пор. 

14. Нельзя, однако, не признать, что один лишь 
принцип рычага имеет преимущество, заключающееся 
в том, что он основан на природе самото равновесия, 
рассматриваемого как состояние, независимое от дви- 
жения. Сверх того, имеется существенное различие 
в том, каким образом на основе этих принципов 
измеряются силы, между которыми имеется равно- 
весие. Если бы не удалось связать этих принципов 
по тем результатам, к которым они приводят, можно 
было бы с полным основанием усомниться, допусти- 
‘мо ли заменять основной принцип рычага таким 
принципом, который получается в результате чуждых 
ему "рассуждений о сложных движениях. 

Действительно, при равновесии рычага силы пред- 
ставляют собою веса или же могут быть рассматри- 
ваемы как таковые, и сила признается вдвое или 
втрое большей только в том смысле, что она обра- 
зуется путем соединения двух или трех равных сил, 
из которых любая действует совершенно так же, 
как другая. Но стремление к движению мы предста- 
вляем себе одинаковым у каждой силы, какова бы 
ни была ее интенсивность; между тем в принципе 
сложения сил значение сил определяют по величине 
той скорости, которую они сообщили бы телу, буду- 
чи к нему приложены, если бы каждой из них была 
предоставлена возможность действовать отдельно. 
Вероятно, именно это различие в способе введения 
понятия силы и удерживало в течение долгого вре- 
мени механиков от применения известных законов 
сложения движений к теории равновесия, простеи- 
шим случаем которого является равновесие тяже- 
лых тел. 

15. Нозднее попытались сделать принцип сложе- 
ния сил независимым от рассмотрения движения и 
обосновать его исключительно на истинах, которые 
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очевидны сами по себе. Впервые Даниил Бернулли *) 
(©. Вегпоц!1) в Комментариях Петербургской Ака- 
демии, том |, дал очень остроумное, но пространное 
и сложное доказательство параллелограмма сил, ко- 
торое затем было несколько упрощено Даламбером 
в первом томе его «Оризсез». 

Это доказательство основано на следующих двух 
положениях: 1) если две силы действуют на одну 
и ту же точку по различным направлениям, то они 
имеют своей равнодействующей одну силу, которая 
делит на две равные части угол, образуемый направ- 
лениями этих сил, когда эти силы между собою 
равны, и равна их сумме, когда упомянутый угол 
равен нулю, или же их разности, когда этот угол 
равен двум прямым; 2) равные кратные тех же сил, 
или же силы, пропорциональные заданным силам, 
имеют своей равнодействующей силу, кратную их рав- 
нодействующей, или пропорциональную этой равно- 
действующей, если углы, образуемые силами, в 
обоих случаях одни и те же. 

Это второе положение очевидно, если силы рас- 
сматривать как величины, которые могут быть скла- 
дываемы и вычитаемы. 

Что касается первого положения, то его доказы- 
вают, рассматривая движение, которое тело должно 
получить под действием двух сил, не находящихся 
в равновесии, и которое, будучи по необходимости 
единым, может быть приписано одной силе, действую- 
щей на тело по направлению его движения. Таким 
образом можно сказать, что это положение не вполне 
свободно от рассмотрения движения. 

Что касается направления результирующей в слу- 
чае равенства обеих сил, то ясно, что не существует 
никаких оснований для того, чтобы она была силь- 
нее наклонена к одной из этих сил, чем к другой; 


*) Это же доказательство было воспроизведено и упрощено 
Эме (А1116) (Уойтпа1 ае Мат6тайаиез 4е ТлоцуШе, 1т@ з6ые, 6. 
1, р 335). (Прим. Бертрана.) 
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следовательно, она должна делить угол, образуемый 
их направлениями, на две равные части. 

Позднее основы этого доказательства выразили ана- 
литически и придали ему различные, более или менее 
простые формы, рассматривая равнодействующую в 
качестве функции слагаемых сил и угла, образуемого 
их направлениями. (См. второй том Мё]апаез 4е 1а 
бос16 6 Че Тогш, Мёешо!тез де |’Асадбиие дез эс1лепсев 
за 1769 г., шестой том «Оризсез» Даламбера и т. д.) 
Следует, однако, признать, что, отделяя таким обра- 
зом принцип сложения сил от принципа сложения 
движений, его лишатот основных преимуществ, очевид- 
ности и простоты, и превращают его только в вывод 
из геометрических или аналитических построений. 

16. Перехожу, наконец, к третьему принципу, прин- 
ципу виртуальных скоростей. Нод виртуальной ско- 
ростью следует понимать скорость, которую тело, на- 
ходящееся в равновесии, готово принять в тот момент, 
когда равновесие нарушено, т. е. ту скорость, какую 
тело фактически получило бы в первое мгновение 
своего движения [5]; и принцип, о котором идет 
речь, заключается в том, что силы находятся в рав- 
новесии, когда они относятся друг к другу обратно 
отношению их виртуальных скоростей, измеренных 
по направлению этих сил. 

Уже при поверхностном рассмотрении условий 
равновесия на рычаге и на других машинах легко 
установить тот закон, что груз и сила всегда нахо- 
дятся между собою в отношении, обратном отношению 
пространств, проходимых ими в течение одного и 
того же времени. Тем не менее древние, повидимому, 
не знали этого закона. Гвидо Убальди является, 
вероятно, первым, заметившим этот закон на рычаге 
и на движущихся блоках или полиспастах. Галилей 
установил его затем на наклонных плоскостях и на 
связанных с ними машинах и смотрел на него как 
на общее свойство равновесия машин (см. его рабо- 
ту по механике и схолию ко второму предложению 
третьего диалога в Болонском издании 1655 г.). 
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Галилей понимает под моментом веса или 
силы, приложенной к машине, усилие, действие, 
энергию, импульс (ппрешз) этой силы, приводящий 
машину в движение, так что между двумя силами 
существует равновесие, если их моменты для при- 
ведения машины в движение в противоположных 
направлениях между собою равны; он доказывает, 
что момент всегла пропорционален силе, помножен- 
ной на виртуальную скорость, зависящую от того, 
как действует сила. 

Подобное же понятие момента было принято 
Валлисом в его механике, опубликованной в 1669 г. 
Этот автор кладет в основание статики принцип ра- 
венства моментов и из него выводит теорию равно- 
весия главнейших машин. 

В настоящее время под моментом понимают только 
произведение силы на расстояние ее направления 
от какой-либо точки, или от линии, или от плоско- 
сти, то-есть — на плечо рычага, которым она действует; 
но мне представляется, что понятие момента, данное 
Галилеем и Валлисом, является более естественным 
и более общим, и я не вижу оснований, в силу 
которых его оставили и заменили другим, выражаю- 
щим значение момента только в определенных слу- 
чаях, как, например, при рычаге ит. п. 

Декарт аналогичным образом свел всю свою ста- 
тику к единому принципу, который по существу 
дела совпадает с принципом Галилея, но только 
выражен в менее общем виде. Этот принцип заклю- 
чается в следующем: для поднятия тяжести на 
определенную высоту требуется не больше и не меньше 
той силы, какая нужна для того, чтобы ббльшую 
тяжесть поднять на высоту, во столько же раз мень- 
шую, или же меньшую тяжесть поднять на высоту, 
во столько же раз большую (см. письмо 73 первого 
тома, опубликованного в 1657 г., и «Грактат по меха- 
нике» (ТгаЦё Де шёсап1ие), напечатанный в посмерт- 
ных его сочинениях). Отсюда следует, что между 
двумя грузами существует равновесие, когда они 
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распределены таким образом, что вертикальные 
пути, которые они могли бы сдновременно пройти, 
находятся в обратном отношении к величинам этих 
грузов. Однако при применении этого принципа к 
различным машинам следует принимать во внимание 
лишь пути, проходимые в первое мгновение дви- 
жения, которые пропорциональны виртуальным ско- 
ростям; в противном случае мы не получим действи- 
тельных законов равновесия. 

Но будем ли мы рассматривать принцип вирту- 
альных скоростей в качестве общего свойства раъ- 
новесия, как это делал Галилей, или же вместе 
с Декартом и Валлисом примем его в качестве дей- 
ствительной причины равновесия, ‚следует во всяком 
случае признать, что он обладает всей той простотой, 
какой можно ожидать от основного принципа; дальше 
мы узнаем, в какой мере этот принцип заслуживает 
внимания благодаря своей общности. 

_Торричелли, знаменитый ученик Галилея, является 
автором другого принципа, который тоже связан 
с принципом виртуальных скоростей. Этот принцип 
заключается в том, что если два груза связаны друг 
с другом и находятся в таком ‚положении, что их 
центр тяжести не может опуститься ниже, то они 
в этом положении находятся в равновесии. 'Торри- 
челли применил этот принцип только к наклонной 
плоскости, но легко убедиться, что он сохраняет 
свою силу и для других машин. (См. его работу 
«Бе шо стаушт пабгаег дезсепдеп ат» (О дви- 
жении тяжелых тел, спускающихся естественным 
образом), появившуюся в свет в 1664 г.) 

Принципу Торричелли обязан своим происхожде- 
нием другой принцип, которым воспользовались для 
разрешения с большой легкостью различных вопро- 
сов статики. Этот принцип заключается в следую- 
щем: в системе тяжелых тел, находящихся в равно- 
весии, центр тяжести занимает наиболее низкое 
положение, какое только возможно. Действитель- 
но, из теории максимумов и минимумов известно, 


42 СТАТИКА 


что центр тяжести занимает наиболее низкое поло- 
жение, когда дифференциал его снижения равен нулю, 
или, что то же самое, когда при бесконечно малом 
изменении положения системы этот центр не подни- 
мается и не снижается. 

17. Принципу виртуальных скоростей может быть 
придана следующая весьма общая форма: 

Если какая-либо система любого числа тел, 
или точек, на каждую из которых действуют 
любые силы, находится в равновесии и если этой 
системе сообщить любое малое движение, в резулъ- 
тате которого каждая точка пройдет бесконечно 
малый путь, представляющий ее виртуальную ско- 
рость, то сумма сил, помноженных каждая соответ- 
ственно на путь, проходимый по направлению силы 
точкой, к которой она приложена, будет всегда рав- 
на нул1о, если малые пути, протодимые в направле- 
нии сил, считать положительными, а проходимые в 
противоположном направлении считать отрицатель- 
ными [$]. 

Насколько мне известно, Иван Бернулли первый 
понял указанную большую общность принципа вир- 
туальных скоростей и его полезность при разрешении 
вопросов статики. Это видно из его письма 41747 г. 
на имя Вариньона, которое последний поместил в 
начале девятого отдела своей «МопуеПе Мбсашаче», — 
отдела, целиком посвященного проводимому на раз- 
личных приложениях обоснованию правильности 
и применимости данного принципа. 

Этот же принцип дал повод для появления дру- 
гого принципа, предложенного Мопертюи (Мапреги из) 
в 1740 г. в Мётошез 4е |’Асадбиме Чез Эаепсез 
Це Раг!з, под названием закон покоя, который позд- 
нее был развит и обобщен Эйлером (Ешег) в Мбтло1- 
гез Че |’Аса@биле Че ВегИп за 1751 г. Наконец, 
этот же принцип послужил основанием для принци- 
па, изложенного Куртивроном (СопгИугоп) в М6- 


то1тез Че |’Аса@биме дез бе1епсез Че Рагз, за 1748 
ий 1749 гг, 
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И вообще, мне кажется, можно сказать наперед, 
что все общие принципы, которые еще могли бы 
быть открыты в учении о равновесии, представляли 
бы собою не что иное, как тот же принцип вирту- 
альных скоростей, рассматриваемый с иной точки 
зрения и отличающийся от принципа виртуальных 
скоростей лишь по своей формулировке. 

Однако сам по себе этот принципи является не 
только очень простым и весьма общим; он обладает 
еще и тем драгоценным и только ему присущим пре- 
имуществом перед другими принципами, что он может 
быть выражен в общей формуле, охватывающей все 
проблемы, которые могут быть поставлены по во- 
просу о равновесии тел. Мы дадим эту формулу в пол- 
ном ее объеме; мы даже попытаемся представить ее 
в еще более общем виде, в каком ее до сих пор никто 
не представлял, и постараемся дать новые применения 
этой формулы. 

18. Что касается природы принципа виртуальных 
скоростей, то следует признать, что этот принцип 
сам по себе не является настолько очевидным, чтобы 
его можно было выдвинуть в качестве начального 
принципа; но его можно рассматривать как общее 
выражение законов равновесия, выведенных из двух 
принципов, которые были нами изложены выше. 
Точно так же при обоснованиях, которые приводили 
для этого принципа, его всегда, прямо или косвенно, 
ставили в связь с указанными принципами. Но в 
статике существует еще и другой общий принцип, 
независимый от принципов рычага и сложения сил, 
хотя механики обычно и относят его к ним, — кото- 
рый представляется нам естественным основанием 
для принципа виртуальных скоростей; его можно 
назвать принципом блоков ["]. 

Если несколько блоков соединено на одном и том 
же стержне, то совокупность этих блоков называют 
полиспастом, а сочетание двух полиспастов, одного 
неподвижного и другого подвижного, охваченных 
одной и той же веревкой, один конец которой за- 
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креплен неподвижно, а другой находится под дей- 
ствием силы, образует машину, в которой сила отно- 
сится к весу груза, висящего на подвижном по- 
лиспасте, как единица относится к числу витков, 
которые веревка делает около этого полиспаста; при 
этом предполагают, что все витки параллельны, и 
отвлекаются от трения и жесткости веревки. Ясно, 
что так как веревка по всей своей длине одинаково 
натянута, то груз поддерживается столькими силами, 
равными силе, натягивающей веревку, сколько имеет- 
ся витков, обвивающих подвижной полиспаст, так 
как эти витки параллельны и их можно было бы 
даже рассматривать как единое целое, если предста- 
вить себе, что диаметр блоков бесконечно мал. 

Если увеличить число неподвижных и подвижных 
полиспастов и охватить их все одной и той же ве- 
ревкой, пользуясь при этом различными неподвиж- 
ными блоками для изменения направления веревки, 
то та же сила, приложенная к подвижному концу 
веревки, будет в состоянии поддержать столько гру- 
зов, сколько имеется подвижных полиспастов, и каж- 
дый из этих грузов будет относиться к данной силе, 
как число витков полиспаста относится к единице. 

Для большей простоты заменим упомянутую выше 
силу грузом и перебросим через неподвижный блок 
последний виток веревки, поддерживающей тот груз, 
который мы принимаем в качестве единицы; вообра- 
зим дальше, что различные подвижные полиспа- 
сты вместо того, чтобы поддерживать грузы, при- 
креплены к телам, рассматриваемым в качестве точек, 
и размещены таким образом, что они образуют любую 
заданную систему. Таким образом один и тот же 
груз при посредстве веревки, охватывающей все по- 
лиспасты, будет вызывать различные силы, действую- 
щие на различные точки системы, причем каждая из 
этих сил будет действовать по направлению веревок, 
обвивающих полиспаст, прикрепленный к соответ- 
ствующей точке, и величина ее будет относиться к 
тяжести груза, как число витков к единице. Таким 
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образом эти силы будут представлены соответствен- 
ным числом витков, действующих совместно, чтобы 
своим натяжением вызвать эти силы. 

Ясно, что для сохранения равновесия этой систе- 
мы, подверженной действию различных сил, необхо- 
димо, чтобы при любом бесконечно малом перемещении 
точек системы груз не опускался *). В самом деле, 
груз всегда стремится опускаться, поэтому, если су- 
ществует такое перемещение системы, которое позволя- 
ет ему опуститься, он необходимо опустится и вызовет 
это перемещение системы. 

Обозначим через ох, В, 1,... бесконечно малые 
отрезки пути, которые под влиянием этого перемещения 
прошли бы различные точки системы по направлению 
действующих на них сил, и через Р, О, А,... соот- 
ветствующие числа витков полиспастов, приложенных 
к этим точкам и вызывающих эти силы. Ясно, что 
отрезки «, В, у,... будут в то же время теми рас- 
стояниями, на которые сблизились бы при этом по- 
движные полиспасты с соответствующими им непо- 
движными, и что эти сближения привели бы к умень- 
шению длины охватывающей их веревки на отрезки 
Р«, 08, Ву,... Но так как вёя длина веревки 
должна оставаться неизменной, то груз снизится на 
расстояние Ра -- ОВ-+- Ау +... Таким образом для 
того, чтобы между силами, величины которых выра- 
жаются числами Р, О, В,..., существовало равно- 
весие, должно иметь место равенство 


Ра -- 08 -+- В1+...=0; 


*) Против этого утверждения Лагранжа основательно вы- 
двигали пример весомой точки, находящейся в равновесии на 
наиболее высоко расположенной вершине кривой линии; оче- 
видно, что бесконечно малое перемещение должно было бы 
заставить ее опуститься, однако это перемещение не осущест- 
вляется. Первое строгое доказательство принципа виртуальных 
скоростей принадлежит Фурье (3 ойгпа] де ’Ёсо!е Ро1убесвшате, 
фоше 1, ап. УП). В том же выпуске этого журнала помещено 


и доказательство, приведенное здесь выше Лагранжем. 
(Прил. Бертрана.) 
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таково аналитическое выражение общего принципа 
виртуальных скоростей. 

19. Можно было бы подумать, что в том случае, 
если бы величина Ра -- ОВ-- Ду... вместо того, 
чтобы быть равной нулю, оказалась отрицательной, 
то этого условия было бы достаточно для создания 
равновесия, так как невозможно, чтобы груз сам со- 
бою поднялся. Следует, однако, иметь в виду, что, 
какова бы ни была связь между точками заданной 
системы, вытекающие из нее отношения между бес- 
конечно малыми величинами &, В, у... могут быть 
выражены только с помощью дифференциальных урав- 
нений, т. е. с помощью линейных уравнений между 
этими величинами. Таким образом среди них необхо- 
димо будет существовать одна или несколько вели- 
чин, которые останутся неопределенными и которые 
можно будет направить в ту или другую сторону; 
поэтому значения всех этих величин всегда будут 
такими, что они могут одновременно изменить свой 
знак. Отсюда следует, что если при определен- 
ном перемещении системы значение величины Ра + 
-- ОВ-- Ву --... отрицательно, 10 оно станет поло- 
жительным, если величины ©, В, у,... взять с обрат- 
ным знаком; таким образом противоположное переме- 
щение, которое равным образом возможно, привело 
бы к падению груза и к нарушению равновесия. 

20. Обратно, можно доказать, что если для всех 
возможных бесконечно малых перемещений системы 
имеет место уравнение 


Ра + 9В-+ Ву +... =0, 


то система необходимо должна быть в равновесии. 
В самом деле, так как при этих перемещениях груз 
остается неподвижным, то действующие на систему 
силы остаются в своем прежнем состоянии и не 
существует уже никаких оснований к тому, что- 
бы они скорее вызвали одно или другое из двух пе- 
ремещений, при которых величины о, В, \\,... имеют 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ СТАТИКИ Дт 


противоположные знаки. Таков случай весов, нахо- 
дящихся в равновесии, так как нет никаких основа- 
ний для того, чтобы они скорее наклонились на одну 
сторону, чем на другую. 

Принцип виртуальных скоростей, доказанный, 
таким образом, для случая соизмеримых сил, остает- 
ся в силе и для случая любых несоизмеримых сил, 
ибо известно, что всякий закон, который может быть 
доказан для соизмеримых величин, равным образом, 
путем приведения к абсурду, может быть доказан и 
для случая, когда эти величины несоизмеримы. 


ОТДЕЛ ВТОРОЙ. 


ОБЩАЯ ФОРМУЛА СТАТИКИ 
ДЛЯ РАВНОВЕСИЯ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ СИЛ 
И МЕТОД ПРИМЕНЕНИЯ ЭТОЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Общий закон равновесия машин заключается 
в том, что силы относятся друг к другу обратно 
отношению скоростей точек, к которым они прило- 
жены, причем скорости должны измеряться по на- 
правлению этих сил. 

В этом законе заключается положение, которое 
обычно называют принципом виртуальных скоростей. 
Как мы показали в предыдущем отделе, этот прин- 
цип уже давно известен в качестве основного прин- 
ципа равновесия, в силу чего его можно рассматри- 
вать как своего рода аксиому механики. 

Для того чтобы выразить этот принцип в виде 
формулы, допустим, что силы Р, О, В,..., действую- 
щие по определенным направлениям, взаимно друг 
друга уравновешивают. Представим себе, что из то- 
чек, к которым приложены силы, отложены отрезки [}], 
равные р, 4, г,... и расположенные по направлению 
этих сил; обозначим вообще через ар, 44, 4т,... ва- 
риации, или дифференциалы, этих отрезков, поскольку 
они могут получиться в результате какого-либо бес- 


конечно малого изменения положения различных тел 
или точек системы. 
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Ясно, что эти дифференциалы выразят величины 
путей, которые будут пройдены в одно и то же мгно- 
вение силами Р, 0, А,... по своим собственным 
направлениям, если допустить, что эти силы стремятся 
удлинить соответственно отрезки р,4,г,... Таким 
образом дифференциалы @р, 44, 4т,... будут пропор- 
циональны виртуальным скоростям сил Р, О, А,... 
и, следовательно, могут быть для простоты подстав- 
лены вместо этих скоростей. 

Установив это, рассмотрим сначала только две 
силы Р и О, находящиеся в равновесии. Согласно за- 
кону равновесия двух сил величины Р и О должны 
быть обратно пропорциональны дифференциалам 4р, 44; 
но легко понять, что равновесия между двумя сила- 
ми не будет, если только они не будут расположены 
таким образом, что, когда одна из них движется по 
собственному своему направлению, другая сила вы- 
нуждена двигаться в сторону, противоположную 
своему собственному направлению; отсюда следует, 
что дифференциалы 4р и 44 должны иметь противо- 
положные знаки; поэтому, если допустить, что обе 
силы Ри О положительны, то для равновесия полу- 
чается 

Р 
о=-м или Рар--044=0; 
такова общая формула равновесия двух сил. 

Рассмотрим теперь равновесие трех сил Р, 0, ДВ, 
виртуальные скорости которых представлены диффе- 
ренциалами ар, 44, 4г. Положим О = О'- О" и примем, 
а это допустимо, что часть О' силы О такова *), что 


Рар- 0'а4 = 0; 


*) Это рассуждение является вполне точным только в том слу- 
чае, когда рассматривают определенное перемещение системы. 


- Р 
Если же подобное ограничение не сделано, то 9 Может при- 


нять любые возможные значения, и уравнение Рар-+ О’44=0 
не может быть удовлетворено никаким определенным зна- 
чением О’. Следовательно, для того чтобы дополнить доказа- 


4 ж. Лагранж, т. Т 
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таким образом сила Р будет находиться в равновесии 
с силой 0’, и для полного равновесия необходимо, 
чтобы другая часть ()” той же силы О находилась 
в равновесии с третьей силой А, что дает нам урав- 
‚нение 


О"аа + Ва" = 0; 


если это уравнение связать с предыдущим, то в силу 
равенства О’ -|- О" = 0 получается следующее уравне- 
ние: 


Рар-+ 044 - Ва" =0. 


Если имеется еще четвертая сила 5, виртуаль- 
ная скорость которой представлена дифференциалом 4$, 
то можно положить 


9=09' +0” и Рар-+ 9'44=0, 
а также 


В=А А" и 0”ар-+ В'аг=0. 


Таким образом часть (’ силы О будет находиться в 
равновесии с силой Р; часть А' силы В будет в рав- 
новесии с другой частью (” силы 0, и для того, 
чтобы имело место полное равновесие между силами 
Р, О, А, 5, оставшаяся часть А" силы А должна на- 
ходиться в равновесии с последней силой 9; таким 
образом должно быть 


В"ат -{ 5 4$ =0. 


Если все эти три уравнения соединить в одно, то 
получается 


Рар-- 044+ В аг-+- 5 4$ =0. 


тельство Лагранжа, его следует применять последовательно 
ко всем возможным положениям системы, вволя каждый раз 
новые связи, которые помешали бы осуществлению других 
перемещений. Впрочем, это обстоятельство отметил исам Ла- 
гранж (Отд. П, пункт 13). (Прим. Бертрана.) 
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И так далее, как бы ни было велико число сил, 
находящихся в равновесии. 

2. Итак, вообще для равновесия любого числа 
сил Р, О, В,..., направленных по линиям р, 4, г,... 
и приложенных к любой системе тел или точек, рас- 
положенных любым образом, мы имеем уравнение 
следующего вида: 


рРар-+ 044+ В4г+... =0. 


Это — общая формула статики для равновесия любой 
системы сил. 

Мы назовем каждый член этой формулы, напри- 
мер Рар, моментом силы Р и примем слово момент 
в том смысле, какой ему придал Галилей, т. е. как 
произведение силы на ее виртуальную скорость; тог- 
да приведенная выше общая формула статики гласит: 
сумма моментов всех сил равна нулю. 

`При применении этой: формулы вся трудность сво- 
дится к тому, чтобы определить значения дифферен- 
циалов ар, 44, 4г,... в соответствии с природой за- 
данной системы. 

Рассмотрим теперь систему в двух различных, но 
бесконечно близких, положениях ‘и станем искать 
наиболее общие выражения для интересующих нас 
дифференциалов, введя в них столько неопределенных 
величин, сколько имеется произвольных элементов 
при изменении положения системы. Полученные та- 
ким образом выражения мы подставим в заданное 
уравнение; это уравнение должно иметь силу неза- 
висимо от всех неопределенных величин, для того 
чтобы равновесие системы вообще существовало и, 
кроме того, —во всех направлениях. Приравняем тогда 
нулю отдельно сумму членов, в которые входят одни 
и те же неопределенные величины, и таким путем 
получим столько отдельных уравнений, сколько имеет- 
ся этих неопределенных величин; однако нетрудно 
убедиться, что их число всегда будет равно числу 
неизвестных в положении системы. Таким образом 


4* 
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с помощью этого метода мы получим столько урав- 
нений, сколько их требуется для определения состо- 
яния равновесия системы. 

Этим именно методом и пользовались все авторы, 
применявшие до сих пор принцип виртуальных ско- 
ростей для разрешения проблем статики; однако этот 
метод применения указанного принципа зачастую 
требует геометрических построений и рассуждений, . 
благодаря которым решения становятся столь же 
длинными, как если бы их искали с помощью обык- 
новенных принципов статики; в этом, быть может, 
и заключается причина, препятствовавшая примене- 
нию этого принципа во всех тех случаях, когда его 
следовало бы, казалось, применить благодаря его 
простоте и общности. 

3. Задачей настоящей работы является сведение 
механики к чисто аналитическим операциям, и фор- 
мула, которую мы выше нашли, чрезвычайно приспо- 
соблена для выполнения этой задачи. Все дело сво- 
дится только к тому, чтобы выразить аналитически 
и в наиболее общем виде значения отрезков 
р, 4, г;..., взятых по направлению сил Р, 0, В,..., 
и тогда путем простого дифференцирования получают- 
ся значения виртуальных скоростей р, 44, 4г,... 

Следует при этом только отметить, что в диффе- 
ренциальном исчислении во всех тех случаях, когда 
несколько величин изменяются одновременно, допу- 
скают, что все они в течение одного и того же вре- 
мени увеличиваются на величину своего дифферен- 
циала, и если согласно природе вопроса некоторые. 
из них должны убывать в то время, как другие 
возрастают, то дифференциалам убывающих величин 
приписывают знак минус. 

Дифференциалы @4р, 44, 4г,..., представляющие 
виртуальные скорости сил Р, О, А,..., следует, та- 
ким образом, считать положительными или отрица- 
тельными, в зависимости от того, стремятся ли силы 
увеличить или уменьшить отрезки р, 4, г,..., опре- 
деляющие их направления. Но так как общая фор- 
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мула равновесия не изменяется при изменении знаков 
всех ее членов, можно с одинаковым основанием при- 
нять в качестве положительных дифференциалы тех от- 
резков, которые увеличиваются или же уменьшаются 
одновременно, и в качестве отрицательных дифферен- 
циалы тех отрезков, которые изменяются в противопо- 
ложном смысле. Таким образом, если считать силы поло- 
жительными величинами, то их моменты Р ар, да4,... 
будут положительными или отрицательными в зави- 
симости от того, будут ли виртуальные скорости 
фр, 41, ... положительными или отрицательными; а 
если мы пожелаем заставить силы действовать в про- 
тивоположном направлении, то нам придется только 
приписать знак минус тем величинам, которые пред- 
ставляют эти силы, или же изменить знак их %мо- 
ментов». 

Отсюда вытекает основное свойство равновесия, 
заключающееся в том, что любая система сил, нахо- 
дящихся в равновесии, ` продолжает оставаться в этом 
состоянии, когда каждая из этих сил изменяет на- 
правление своего действия на противоположное, — 
если только структура этой системы не претерпевает 
какого-либо изменения вследствие изменения направ- 
ления всех сил. 

4. Каковы бы ни были силы, действующие на 
заданную систему тел или точек, всегда можно счи- 
тать, что они как бы стремятся к некоторым точ- 
кам, расположенным на линиях, по которым они на- 
правлены. 

Назовем эти точки центрами сил; можно принять 


за отрезки р,4,г,... соответствующие расстояния 
этих центров от тех точек системы, в которых при- 
ложены силы Р, О, В,... В этом случае ясно, что 


данные силы стремятся уменьшить отрезки р, 4, г,...; 
следовательно, их дифференциалам следует сообщить 
знак минус но если изменить все знаки, то общая 
формула сохранит свой вид 


Рар-- 0О4а- Ва’-+...=0. 
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Но центры сил могут находиться как вне системы, 
так и внутри самой системы, составляя часть ее; 
по этому признаку различают силы внешние и внут- 
ренние. 

В первом случае ясно, что дифференциалы 
Фр, 44, аг,... выражают полные вариации отрезков 
р, 4, г,..., связанные с изменением положения 
системы; они являются, следовательно, полными 
дифференциалами величин р, (4, г,..., если рас- 
сматривать в качестве переменных все величины, 
относящиеся к положению системы, и в качестве 
постоянных -- величины, относящиеся к положению 
различных центров сил. 

Во втором случае некоторые из тел системы сами 
будут центрами сил, действующих на другие тела 
системы, а в силу равенства действия и противодей- 
ствия эти последние в свою очередь будут одновре- 
менно центрами сил, действующих на первые. 

Рассмотрим два тела *), действующих друг на дру- 
га с некоторой силой Р, причем эта сила может 
происходить вследствие притяжения или отталкива- 
ния этих тел, либо веледствие наличия пружины, 
находящейся между ними, либо, наконец, может про- 
исходить от какой-нибудь другой причины. Пусть 
р — расстояние между этими двумя телами, 4 р’ — ва- 
риация этого расстояния, поскольку она зависит от 
изменения положения одного из тел; ясно, что по от- 
ношению к этому телу Р4р' будет моментом силы Р. 
Точно так же, если через р" обозначить вариацию 
того же расстояния р, происходящую вследствие из- 
менения положения другого тела, то по отношению 
к этому второму телу мы будем иметь момент Рар" 
той же силы Р. Следовательно; весь момент, обязан- 
ный своим существованием этой силе, может быть 
выражен через_Р(4р' -- ар"). Но ясно, что @р’ ар" 
представляет собой полный дифференциал р, который 


*) Слово «тело» обозначает здесь, как и раньше, матери- 
альную точку. (Прим. Бертрана.) 
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мы обозначаем через {р, так как расстояние р может 
изменяться только вследствие смещения обоих этих 
тел; таким образом рассматриваемый момент выразится 
просто через Р4р. Этот вывод можно распространить 
на любое количество тел [3]. 

5. Отсюда следует, что для получения суммы мо- 
ментов всех сил заданной системы, будь то силы 
внешние или внутренние, следует рассмотреть в от- 
дельности каждую из сил, действующих на различ- 
ные тела или точки системы, и взять сумму произве- 
дений этих различных сил, помноженных каждая на 
дифференциал соответствующего расстояния между 
обеими точками каждой силы, а имённо, между точкой, 
на которую эта сила действует, и точкой, к которой 
она стремится. В этих дифференциалах следует рас- 
сматривать в качестве переменных все величины, за- 
висящие от положения системы, и в качестве постоян- 
ных — величины, относящиеся к внешним точкам или 
центрам, т. е. эти последние точки следует рассма- 
тривать как постоянные, когда положение системы 
подвергается изменению. 

Указанная сумма, будучи приравнена нулю, даст 
общую формулу статики. 

6. Для того чтобы дать аналитическому выра- 
жению этой формулы всю возможную общность, а 
также простоту, отнесем положение всех тел или 
точек заданной системы, а также положение центров, 
к прямоугольным координатам, параллельным трем 
неподвижным осям в пространстве. 

Мы будем вообще обозначать через х, у, 5 коор- 
динаты тех ‘точек, к которым приложены силы, и 
в дальнейшем будем для отличия снабжать их одним 
или несколькими штрихами, собтветственно различ- 
ным точкам системы. 

Аналогично через а, 6, с мы будем обозначать 
координаты центров сил. 

Ясно, что расстояния р, а,г,... между точками 
приложения сил и их центрами выразятся вообще с 


помощью формулы |(х— а)? (у—6} + (8—6), в 
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которой а, 6, с являются постоянными величинами, 
или по крайней мере должны рассматриваться при 
изменениях х, у, 3 как псстоянные величины в том 
случае, когда они относятся к точкам, лежащим вне 
системы, т.е. когда силы являются внешними. Однако 
в том случае, когда силы являются внутренними и 
они исходят от некоторых тел самой системы, эти 
величины 4, 6, с переходят в х”, У", 5” и, следо- 
вательно, становятся переменными. 

Если, таким образом, имеются выражения конечных 
величин р, 4(,Г,... в известных функциях координат 
различных тел системы, остается их только обычным 
образом продифференцировать, рассматривая эти коор- 
динаты как единственно изменяющиеся величины, и 
тогда получаются искомые значения дифференциалов 
р, 44, 4г,..., входящих в общую формулу равно- 
весия. 

7. Хотя можно всегда считать, что силы Р, О, А, 
направлены к заданным центрам, но рассмотрение этих 
центров выходит за пределы задачи, в которой в ка- 
честве заданных обычно рассматриваются лишь вели- 
чина и направление какдой силы. Обратимся поэтому 
к более общим методам определения дифференциалов 
Фр, 44, 4г, .., 

Прежде всего, если предположить, — а это всегда 
допустимо, — что сила Р направлена к неподвижному 
центру, то мы имеем 


р=У (— а) (у— 65) + (2—6)? 


если это выражение продифференцировать, не считая 
а, 6, с переменными, поскольку сила Р является 
внешней, то получим‘ 


а ду 


д — п 8 —с 


р = 


х—а чу-—6Ь 3-е 
Но легко видеть, что р’ р представляют 


собою косинусы углов, образуемых линией р с ли- 
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ниями х— а, у--6, з—с. Если вообще через х, В, у 
обозначить углы, образуемые направлением силы Р 
с осями т, У, 5, или с прямыми, параллельными этим 
осям, то 


х—а у — 6 8—с 
= со, —— = <с05В, —_ = 087; 


Р 


следовательно, 
(р = соз «ах -- соз В ду -- соз1 42. 


Аналогичным образом могут быть выражены и дру- 
гие дифференциалы 44, 4г,... 

Но если та же сила Р будет внутренней силой 
и будет действовать на две точки, имеющие коорди- 
наты 5%, 5 и {', У, 2', стремясь их сблизить или 
удалить друг от друга, то в выражении для р мы 
имеем а=х', 6 =у', с=2', и, следовательно, 


4р = соза (4х — 4х") соз В {4у — 4у')-+ созт (аз — 42'). 


Заметим, прежде всего, относительно углов а, В, у, 
что 


с052 & -- со3? В - соз? у = 1; 
это очевидно из приведенных выше формул. Во-вто- 


рых, если обозначить через = угол, образуемый 
проекцией линии р на плоскость хи у сосью х, то 


где п = (5 — а)? | (у—6); а подставив вместо 
х —а, у—6 их значения рсозо, рсозВ, мы получим 


к == РУ со? а -- с052 В = р ИЛ — соз? у = рашу; 
таким образом 


х—а у— 6 


= $11 1 60$ &, — 511 | 9 &, 
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и, следовательно, 


с08 & = т | с03=, с08В = зшуз 5. 


$. Далее, я принимаю во внимание, что поскольку 
Ар представляет собою малый путь, который тело 
или точка приложения силы Р может пройти по на- 
правлению этой силы, то если положить р = 0, эта 
точка сможет двигаться только по направлениям, 
перпендикулярным к направлению самой силы. 'Та- 
ким образом 4р = 0 представляет собою дифферен- 
циальное уравнение поверхности, по отношению к 
которой сила направлена перпендикулярно. 

Эта поверхность будет сферой, если величины 
п, 6, с постоянны, но она может быть какой угодно 
иной поверхностью, если допустить, что эти вели- 
чины являются переменными. 

Предположим теперь вообще, что сила Р дей- 
ствует перпендикулярно к поверхности, выраженной 
уравнением 


Аах- Вау Са: =0. 
Для того чтобы это уравнение совпало с уравнением 
(х —а) 4 (у—В)ау+ (2 — с) 4 =0, 


вытекающим из допущения, что 4р=0, остается 
только положить 


что дает 


А В 
х—@= (8—0), уе = {8—6}; 


подставив эти значения в выражение для р, будем 
иметь 


_ Аах- Вау-+ С 42 
РР” УЕ 
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Таким образом, если имеется дифференциальное урав- 
нение поверхности, к которой сила Р направлена 
перпендикулярно, можно получить и выражение для 
ее виртуальной скорости 4р. 

Можно положить 


А 4х + Вау-- Са; = аи. 


где и — некоторая функция х, у, 25; но известно, что 
дифференциальное уравнение первого порядка с тремя 
переменными выражает поверхность только в том 
случае, если оно может быть проинтегрировано или 
приведено к интегрируемому виду с помощью мно- 
жителя. Тогда с помощью алгоритма частных диффе- 
ренциалов можно написать 
ди ди 


А=-_, В =—, С = — 


и выражение для @р принимает следующий вид: 


У дожей 


Таким образом момент силы Р, перпендикулярной 
к поверхности, заданной уравнением 4и = 0, будет 
равен 
Раи ________ 


И (++ 


Тем же путем могут быть определены и значения 


других дифференциалов 44, 4т,..., а‘`именно, с по- 
мощью дифференциальных уравнений поверхностей, 
по отношению к которым силы 0, В, ... направлены 
перпендикулярно. 


9. Но можно обойтись и без рассмотрения поверх- 
ности, к которой сила направлена перпендикулярно; 
так как любую величину можно выразить с помощью 
линии, то р можно рассматривать как некоторую 
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функцию координат, а Р как силу, стремящуюся из- 
менить значение р. Тогда РАр тоже будет виртуаль- 
ным моментом силы Р; точно так же Оа4, Ваг, 


будут моментами сил О, В, ..., если их рассматри- 
вать таким образом, как если бы они стремились 
изменить значения величин (,г, ..., о которых мы 


предполагаем, что они являются некоторыми функ- 
циями тех же координат. Этот метод рассмотрения 
моментов придает общей формуле равновесия гораздо 
более широкий смысл, благодаря чему она становится 
пригодной для значительно большего числа прило- 
жений *). 

10. Если значения дифференциалов 4р, 44, 4", ... 
в функции дифференциалов координат различ. 
ных тел системы известны, то остается только 
подставить их в общую формулу: 


Рар-+- Оаа- Ва"+... ==0, 


и затем удовлетворить этому уравнению независимо 
от дифференциалов, которые оно содержит. 

Таким образом, если рассматриваемая система 
является совершенно свободной, так что не суще- 
ствует никаких заданных соотношений между ко- 
ординатами различных тел и, следовательно, между 
их дифференциалами, следует удовлетворить при- 
веденному выше уравнению независимо от диффе- 
ренциалов и для этого приравнять отдельно нулю 
суммы всех членов, которые умножаются на каждый 
из этих дифференциалов. Это даст столько уравнений, 


*) Если настоящий пункт 9 сопоставить с пунктами 6 и 
28 отдела ТУ, то мы придем к следующему их истолкованию. 
Когда силы имеют в качестве суммы своих виртуаль- 
ных моментов произведение вида РаАр, где р — некоторая 
функция координат, то говорят, что система равсматриваемых 
сил эквивалентна некоторой силе Р, стремящейся изменить 
величину функции р. Эта формулировка представляется со- 
вершенно условной. В данном случае слову сила придается 
смысл, совершенно отклоняющийся от обычного. Впрочем, эта 
формулировка не была принята геометрами. (Прим. Бертрана.) 
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сколько имеется переменных координат и, следова-: 
тельно, сколько их необходимо для определения всех 
этих переменных и для нахождения с их помощью 
положения всей системы в состоянии равновесия. 

Но если природа системы такова, что тела при 
-своих движениях подчинены особым условиям, сле- 
дует сначала эти условия выразить с помощью ана- 
литических уравнений, которые мы назовем у9слов- 
ными уравнениями, что всегда легко выполнить. 
Так, например, если некоторые из тел вынуждены 
двигаться по заданным линиям или поверхностям, 
то мы имеем в качестве уравнений для координат 
этих тел заданные уравнения линий или поверх- 
ностей; если бы два тела были связаны друг с дру- 
гом таким образом, что они постоянно должны на- 
ходиться друг от друга на одном и том же расстоя- 
нии й, то, очевидно, мы имели бы уравнение 


("у у" + (а. 


Когда условные уравнения найдены, следует с их 
помощью в выражениях для @р, 44, 4г,... исклю- 
чить столько дифференциалов, сколько возможно, 
так что оставшиеся дифференциалы будут уже 
совершенно независимы друг от друга и будут вы- 
ражать лишь то, что имеется произвольного при из- 
менении положения системы. А так как общая фор- 
мула равновесия должна сохранить свою силу неза- 
висимо от того, каковы бы ни были эти изменения, 
следует отдельно приравнять нулю суммы всех чле- 
нов, в состав которых входит каждый из неопреде- 
ленных дифференциалов; тогда отсюда получится 
столько отдельных уравнений, сколько имеется таких 
дифференциалов; эти уравнения, будучи затем соеди- 
нены с заданными условными уравнениями, будут 
содержать в себе все условия, необходимые для 
определения состояния равновесия системы, так как 
легко понять, что общее число всех этих уравнений 
будет всегда равно числу различных переменных, 
являющихся координатами всех тел системы, и, сле- 
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довательно, что их будет всегда достаточно для опре- 
деления каждой из этих переменных. 

11. Впрочем, если до сих пор мы все время 
определяли положение тел с помощью прямоуголь- 
ных координат, то мы это делали потому, что этот 
способ имеет известное преимущество простоты и 
легкости в вычислениях, но это не значит, что при 
применении изложенного выше метода нельзя поль- 
зоваться другими координатами; ясно, что при изло- 
женном методе нас ничто не заставляет отдавать 
предпочтение прямоугольным координатам перед 
иными линиями или величинами, определяющи- 
ми положения тел. Так, вместо двух коорди- 
нат х, у можно было бы, если бы обстоятельства 
этого потребовали, воспользоваться радиусом-векто- 
ром о = У 12 — у? и углом ф, тангенс которого равен 


У, что дало бы нам 
я 


Х=6со0$8ф, 
у = рзт $; 
третья координата 2 могла бы при этом сохранить 
свой прежний вид. Но можно было бы также ввести 
радиус-вектор р= И 1? -- у? -- 32 с двумя углами 
фи ф, так что 


У 
х у 


8Ф= 
5 

й ф — ——— 
откуда получается 

Х = 6034 созФ, 

у = рсозфзшф, 

= ру; 
точно так же можно воспользоваться другими каки- 
ми-либо углами или линиями. 


Отметим еще, что, так как при излагаемом нами 
методе рассматриваются лишь дифференциалы 4х, ау, 
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45, начало координат может быть избрано в любом 
месте: этим можно воспользоваться, чтобы упростить 
выражения для этих дифференциалов. 

Если вместо хи у подставить осозф и рйпф, то 
мы вообще получим 


т == с03 ф 4р — рэп оаФ, 
Чу = зтфаб -- осозф а; 


но если положить ф ==0, а это значит, что величину 
угла ф мы будем отечитывать от радиуса ©, то мы 
получим более простые выражения 4х = 40 и ау = 
—=р@Ф. Точно так же мы можем поступить в других 
аналогичных случаях. 

12. Вообще, какова бы ни была система сил, 
равневесие которой определяется, и каким бы обра- 
зом ни были связаны друг с другом точки прило- 
жения этих сил, всегда можно свести перемен- 
ные, определяющие положения этих точек в про- 
странстве, к небольшому числу независимых пере- 
менных; для этого следует с помощью условных 
уравнений, заданных природой системы, исклю- 
чить столько переменных, сколько имеется усло- 
вий, т. е. выразить все переменные, которых 
имеется по три на каждую точку, при помощи не- 
большого числа их или при помощи других пере- 
менных, которые, не будучи уже подчинены каким- 
либо условиям, остаются независимыми и неопреде- 
ленными. Таким образом равновесие должно иметь 
место по отношению к каждому из этих независимых 
переменных *), так как последние дают место такому 
же числу различных изменений в положении системы. 

13. В самом деле, если обозначить через &, ф, ф, ... 
эти независимые переменные и рассматривать р, 4, Г, ... 


+) То-есть необходимо, чтобы коэфициенты вариаций 
каждого из этих переменных были порознь равны нулю. 
(Прим. Бертрана.) 
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как функции этих пороменных то получится 
фр = зЕ 4 + 52 с. 94 {+ 52. > 4$ +. 
44 = ния тек 
т ЗЕ вещь й аФ +. 


и условие равновесия Рар-+- 049+ Раг-+...=0 
примет следующий вид: 


+0 ин 


в2 
+ (Ром +и +...) 44+ 
ЭР 949 + в 2”. 4 — 
очи де + ---) 49+... =0. 
Так как значения 4&, 44, 4Ф,... должны оставаться 


неопределенными, то должны существовать отдельно 
следующие уравнения: 


др 
др 
Раф О % Из... =0, 


Число этих уравнений будет равно числу перемен- 
ных &, |, Ф,... и, следовательно, их будет достаточно 
для определения всех этих переменных. 

Каждое из этих уравнений, как видим, представ- 
ляет собою частный случай равновесия, при котором 
виртуальные скорости подчинены определенным со- 
отношениям: из соединения же всех этих частных 
равновесий создается общее равновесие системы. 

Можно также отметить, что собственно к этим 
частным и определенным случаям применимо в пол- 


ОБЩАЯ ФОРМУЛА СТАТИКИ 65 


ном объеме рассуждение первого параграфа настоя- 
щего отдела, и так как в случае двух сил их равно- 
весие всегда можно свести к равновесию прямоли- 
нейного рычага, плечи которого находятся в 
отношении виртуальных скоростей, то можно 
этим путем общий принцип виртуальных скоростей 
поставить в зависимость только от принципа рычага. 

14. Если величина Рар-+ 0449- Ваг--... не 
будет равна нулю по отношению ко всем независи- 
мым переменным, то силы Р, О, В,... не будут 
находиться в равновесии, и тела, находясь под дей- 
ствием сил, приобретут движения, определяемые 
как этими силами, так и взаимодействиями тел [1]. 

Предположим, что на тела той же системы дей- 
ствуют другие силы Р', О', А',..., направленные 
по линиям р', 4', г',..., и сообщают им те же 
самые движения; тогда эти силы будут эквивалент- 
ны первым и смогут быть во всех случаях постав- 
лены на их место, так как согласно допущению их 
действие в точности такое же. А если эти же силы 
Р', О', В',..., сохраняя свою величину, изменят 
свои направления и примут направления, противо- 
положные прежним, то ясно, что они тем же телам 
точно так же сообщат движения равные, но проти- 
воположно направленные. Следовательно, если в этом 
новом состоянии они будут действовать на тела той 
же самой системы одновременно с силами Р, О, 
А,..., то тела будут оставаться в покое, так как 
движения, сообщаемые им в одном направлении, 
будут уничтожаться равными и противоположно на- 
правленными движениями. Таким образом, между 
всеми этими силами будет существовать равновесие, 
что дает нам уравнение (пункт 2) 


Рар-+ 049 В4а'г-+...— Р'ар' — 
— 0'49'— В' 4" —...=0; 
откуда следует 
Рар-+ 044-+ В 4ат--...=. 
= Р'4р' -- О'а4' -- В'аг +... 


0 ж. Лагранж, т. 1 
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Таково условие, необходимое для того, чтобы 


силы Р', 0', А',..., действующие по линиям р', 4', 
’'..., были эквивалентны силам Р, 0, В,..., дей- 
ствующим по линиям р, 4, г,.... А так как две 


системы сил могут быть совершенно эквивалентны- 
ми*) только единственным образом, поскольку дви- 
жение тела всегда бывает единым и определенным, 
то отсюда следует, что если две системы сил Р, 0, 
А,... ирР', О', В',... таковы, что во всех случаях 
и по отношению ко всем независимым переменным 


существует уравнение 


=рР'ар' + 0'а4д'  В'а’-+.... 


то эти две системы эквивалентны и во всех случаях 
могут быть подставлены одна вместо другой. 

15. Отсюда следует важная теорема статики, со- 
гласно которой две системы сил эквивалентны и 
могут быть заменены одна другой в одной и той же 
системе тел, связанных между собою каким угодно 
образом, если суммы моментов сил в обеих системах 
всегда между собою равны; и обратно, если сумма 
моментов сил одной системы всегда равна сумме 
моментов сил другой системы, то эти две системы 
сил эквивалентны и могут быть подставлены одна 
вместо другой в одной и той же системе тел. 

Если допустить, что линии р, 0, г,... зависят 
от линий &, {, ф,..., то формула 


рар-- 9 4аа-+ Ваг-+... 
преобразуется, как в пункте 13, в следующую: 


ва Ча +Фаф-..., 


*) То-есть две системы, эквивалентные в том смысле, что 
они создают равновесие с одной и той же третьей системой, 
по этому одному признаку’ могут быть рассматриваемы как 
совершенно эквивалентные системы. (Прим. Бертрана.) 
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в которой 


я др. 94 дт 
= Ро т9х ТА... 


_ рдР 
ТР -+9ж Вж+.... 


Таким образом, мы имеем 


Рар-- Оаа-+ В 4г+...=в4аЁ- Тау Фа-.... 


Итак, система сил Р, 0, В,..., направленных по 
линиям р, 4, г,..., эквивалентна системе н, Т, 
Ф,..., действующих по направлению линий &, Ф, 
Ф,..“. и, значит, может быть заменена последней в 
одной и той же системе тел, подверженных дей- 
ствию этих сил *). 


_*) Для того чтобы это было так, необходимо выполнение 


следующего условия: линии &, }, $,... должны быть таковы, 
чтобы их дифференциалы а, 4}, 4$,... выражали виртуаль- 
ные скорости точек приложения сил =, Т, Ф,...., т.е. чтобы 


каждый из них представлял собою прямоугольную проекцию 
перемещения точки на направление силы. См. по этому вопросу 
заметку Пуансо (Ро1пз0*), напечатанную в Зоигпа! 4е МочуШе 
(16ге земле, %. ХТ, р. 241), которую мы помещаем в конце 
настоящего тома. (Прим. Бертрана.) 


текущ 


5% 


ОТДЕЛ ТРЕТИЙ. 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ ТЕЛ, 
ВЫВЕДЕННЫЕ ИЗ ПРЕДЫДУЩЕЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Рассмотрим теперь систему или какое-нибудь 
соединение тел или точек, которые, находясь под 
действием каких-либо сил, поддерживают друг друга 
в равновесии. Если бы в какое-либо мгновение дей- 
ствие этих сил перестало уничтожаться, то система 
начала бы двигаться; каково бы ни было движение 
системы, его всегда можно себе представить состав- 
ленным: 1) из поступательного движения, общего 
для всех тел, 2) из вращательного движения вокруг 
какой-либо точки и 3) из относительных движений 
тел, которые изменяют взаимное расположе- 
ние и взаимные расстояния тел. Таким образом, 
для равновесия необходимо, чтобы тела не могли 
получить ни одного из этих различных движений. 
Но ясно, что относительные движения зависят от 
того, каким образом тела расположены одни отно- 
сительно других, следовательно, условия, необходи- 
мые для пресечения этих движений, должны быть 
особыми для каждой системы. Поступательные же и 
вращательные движения могут не зависеть от формы 
системы и могут протекать без изменения располо- 
жения и взаимной связи тел. 

Поэтому рассмотрение этих двух видов движения 
должно привести к нахождению общих условий или 
свойств равновесия. Этим мы теперь и займемся. 
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8 Г. Свойства равновесия свободной системы 
по отношению к поетупательному движению. 


2. Пусть дано некоторое количество тел, рас- 
сматриваемых в качестве точек и расположенных 
или связанных между собою каким угодно образом, 
И пусть они находятся под действием сил р, р', 
Р",..., расположенных по линиям р, р', р",... 
Для равновесия этих тел мы имеем (см. предыду- 
щий отдел) общую формулу 

Ра Р’ар' - Р"ар"+...=0. 
Если отнести к прямоугольной системе координат 
различные точки, находящиеся под действием сил 
р, Р’,..., равно как и центры этих сил, подобно 
`тому как это было сделано в пункте 6 предыдущего 
отдела, то мы получим в случае внешних сил 


р=У (+ — а) + (у— 6)? - (#— с}, 
р =У#— о 6) (и — с). 
Но если тела, соответствующие, например, коор- 


динатам х, у, 2 их, у, 5, действуют друг на друга 
взаимно некоторой силой, которую мы обозначим че- 


рез`Р, то для взаимного их расстояния, которое мы 
назовем р, мы будем иметь 


=ИУз— =) +9-—9:+@—2)* 
и, следовательно, в общей формуле следует приба- 
вить еще член Рар, получающийся от внутренней 
силы Р. Точно так же следует поступать и дальше, 
если на одни и те же тела действует несколько сил. 

3. Положим, что вполне допустимо, 
х=Я-Ь У=ул =, 
д" =ж--Е,, уу, 7 = С,, 


==, у= у+т 2+6 
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и предположим, что эти значения координат подста- 
влены в предыдущую формулу. 

Так как х, у, 2 — абсолютные координаты тела, 
находящегося под действием силы Р, то ясно, что 
16,1, С,... являются относительными коор- 
динатами других тел по отношению к данному, при- 
нятому в качестве общего начала координат; в таком 
случае взаимное положение тел зависит исключитель- 
но от последних координат и нисколько не зависит 
от первых. Следовательно, если мы предположим, 
что система совершенно свободна, т. е. что тела просто 
связаны между собою каким-либо образом, но не 
задерживаются какими-либо неподвижными опорами, 
или внешними препятствиями, то легко понять, что 
условия, вытекающие из природы системы, могут 
касаться только величин &, 1, С, &, 1, С,...; 
но ни в коем случае не величин т, у, 2, дифферен- 
циалы которых остаются, следовательно, независи“ 
мыми и неопределенными. 

Поэтому после того, как указанные выше под- 
становки произведены, следует отдельно приравнять 
нулю каждый из членов, содержащих 4х, Ду, 45, что 
даст следующие три уравнения (п. 2): 


др ‚ Эр’ др” р ОР 
Ви 
д —др 
ВР! 9. р ри +. Е Рау... =0, 
— др 
СР | р’. 7 р"-Р +. ‚.Ра-+... =0. 


Прежде всего очевидно, что переменные хх, у, 3 
не входят в выражение для р; поэтому мы имеем 
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Вследствие этого отпадают члены, содержащие внут- 
ренниесилы Р,... 
Далее, мы видим, что значения 
др’ др’ др’ др р др" 
0% ’ ду’ 0:5’ 0’ 09 05 `` 


тождественны со значениями 
др’ др” др’ др" Эр" др" 


Эх’ ду’ , 92’, дхп ду , 928 .’.. 


Если обозначить через х, В, у углы, образуемые 
линией р с осями х, у, 2 или параллельными осями, 
а через о’ В’, ’— углы, которые ‹линия р’ образует 
с теми же осями, то в силу указанного выше (п. 7 
предыдущего отдела) имеем: 

др др др 


^— == СО =— = ©05 = = ©0$ 
дх ’ ду В, 95 у, 


а также 


др’ _ , др’ Г. др’ _ , 
527 = 6084, д = 603 В, 5.7 = 6081 ,... 


Вследствие этого приведенные выше уравнения 
принимают вид 


Р созох -— Р”’созо' —- Р"соза +... =0, 
Р созВ -|- Р’ соз В’ -- Р"соз В"... =0, 
Р созу + Р’созу’ - Р" созу" --°... =0. 


Эти уравнения должны необходимо иметь место в 
случае равновесия свободной системы. Таковы урав- 
нения, необходимые для того, чтобы воспрепятство- 
вать поступательному движению. 

4. Если силы Р, Р’, Р",... параллельны, то 


и = а = =..., В=В’ = В” =...., 
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и три указанных выше уравнения сводятся к одно- 
му следующему: 


Р-Р’ Р”-... =0, 


которое показывает, что сумма параллельных сил 
должна быть равна нулю. 

Вообще легко понять, что если Р выражает пол- 
ное действие силы Р по ее собственному направле- 
нию, то Рсозх выражает ее относительное действие, 
измеренное по направлению оси х, образующей с 
направлением силы Р угол «; точно так же Р соз В 
и Рсозу представляют собою относительные дей- 
ствия той же силы, измеренные по направлению 
осей у и 3; сказанное относится и к другим силам 
р’, Р",... 

Отсюда вытекает следующая теорема статики: 
при равновесии свободной системы сумма сил, изме- 
ренныт по направлению трех взаимно перпендикуляр- 
ных осей, должна быть равна нулю по отношению 
к каэкдой из этих осей. 


$ П. Свойства равновевсия по отношению 
к вращательному движению. 


5. Возьмем теперь — что вполне допустимо — вме- 


сто координат х, у, х’, У, 1”, У’,...,ж, У,... с00т- 
ветствующие радиусы векторы р, ©’, б’,...,6,... И 
углы ©, Ф,Ф’,..., ф,..., образуемые этими радиу- 


сами с осью 2; тогда, как мы знаем, 
Х=6рс0$ф, У=рзто, 
и равным образом 
2’ =’ 03$’, У =’ 9$’... 
..., = 06085, у=рзшф, ... 
Нодставим эти выражения в общую формулу 
пункта 2 предыдущего параграфа и положим 


о’ =Ф-о, Ф"” =Ф-+ос,,..., ф=Ф--с...; 
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ясно, что в, б'’,..., ,...-— это углы, образуемые 
радиусами ©’, 6’,..., ©,... с радиусом ©; следова- 
тельно, расстояния тел, как взаимные, так и по 
отношению к плоскости ху и к точке, избранной в 
качестве начала координат, будут зависеть только от 


величин ©,р,0’,...,р,..., с, 0,,..., 0,..., 2, 2, 
у д... 

Но если система может свободно вращаться во- 
круг этой точки параллельно плоскости ху, т. е. 
вокруг оси 2, перпендикулярной к этой плоскости, 
то угол ф будет независим от условий системы и, 
следовательно, дифференциал 4ф останется произволь- 
ным. Отсюда следует, что члены, связанные с 49 в 
общем уравнении равновесия, должны в общей сво- 
ей сумме равняться нулю. 

“Легко видеть, что все эти члены будут выраже- 


ны с помощью Ма, где 
_ ров ‚ др” „др” 
М=Р + Р , + Р 95 Г.. ‚+ РР Р-. 


так что для равновесия получается уравнение Л =0. 
; — 
Если в выражения для р, р’,..., р,... (п. 2) 


подставить значения ху, х,у,..., м, у,..., И 
сверх того положить 


а = Асоз А, Ь = Азш АД, 
@’ = А’соз А’, Б’=В’зш р’, 


то получится 


р= УР? — 26 003 (ф — 4) А (2— с} , 
р’ = Ур? — 2%'Р соз (ф'’— А’) + В+ (7—6), 


` 
Г] ® ® Г ® ® * ® ® ® ® . С] С] . Г ® ® . ® Г ® С] ® ® 


р=И в — 266 003 (Ф— 9) +84 (2—2), 
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сюда следует еще вместо ф’, $',..., ®,...  подста- 
, _ 
вить ф-- о, Ф-бс,..., Ф--с,... 

При выполнении этих подстановок становится 
прежде всего ясным, что величины р,... ужене со- 
5 
держат угла ф, поэтому Е =0,...; следовательно, 
внутренние силы Р,... исчезнут из уравнения и 


останутся только внешние силы Р, Р’,... 
Но мы имеем 
др _ о Езш (ф— 44) др” Р’В’ чш (Ф’— /’) 


ие, 
принятие — 
— — алан 


поэтому величина Л приобретает следующий вид: 


РЕрзш (х — А Р’В’р’ 1 (5’— А’ 
№ — РА в + р и +... 


Так как центры сил Р, Р',... можно избрать 
где угодно по направлению этих сил, то можно до- 
пустить, что эти силы изображаются линиями р, р',..., 
которые являются прямолинейными расстояниями их 
точек. приложения от соответствующих центров. Ука- 
занным путем мы получим более простое выражение 


№ = Арзт (ф — 4) -- В'о' зщ (ф'— А’) +... 


В этой формуле радиусы А иф, исходящие из 
начала координат и образующие между собою угол 
ф — А, составляют стороны треугольника, имеющего 
основанием проекцию отрезка р на плоскость ху; 
следовательно, величина Ао зп (ф— А) выражает 
удвоенную площадь этого треугольника; то же са- 
мое можно сказать и о других аналогичных вели- 
чинах. 

Но так как мы обозначили (п. 3) через у, у',... 
углы, образуемые направлениями сил Р, Р',... с 
осью 5, или с линиями, параллельными этой оси, то 
ясно, что дополнительные к ним углы будут. пред- 
ставлять собою наклонения линий р, р’... к пло 
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кости ху; следовательно, рзшу, р'зшу',... будут 
проекциями этих линий. Если из начала координат 
опустить на эти проекции перпендикуляры, которые 
мы назовем П, П',..., то получится 


Врзшт ($ — А) = Позшу, 
А'о' эт (ф' — А’) = П''зтшу’,..., 
и величина Л будет приведена к следующему виду: 
№ = ПРэту -- ШР'зшу' - П"Р" эту" -..., 


если вместо р, р', р",... снова ‚подставить Р, Р', 
р",... 

6. Уравнение Л = 0 даст, таким образом, следую- 
щую теорему: 

При равновесии системы, обладающей свободой в ра- 
щения около оси и состоящей из тел, действующих 
друг на друга каким угодно образом и одновременно 
находящихся под действием внешних сил, сумма этих 
сил, измеренных параллельно плоскости, перпендику- 
лярной к оси, и умноженных каэкдая соответствен- 
но на перпендикуляр, опущенный из оси на направле- 
ние силы, спроектированной на ту же плоскость, 
должна равняться нулю,— если силам, стремящимся 
вращать систему в противоположных направлениях, 
присвоить противоположные знаки. 

Обычно эту теорему излагают проще, а именно: 
для того чтобы имело место равновесие около какой- 
либо оси, моменты сил по отношению в этой оси 
должны взаимно уничтожаться. 

В настоящее время в механике под моментом 
силы по отнсшению к какой-либо линии понимают 
произведение этой‘ силы, измеренной параллельно. 
плоскости, перпендикулярной к этой линии, и умно- 
женной на плечо рычага, где под плечом подразу- 
мевают перпендикуляр, опущенный из этой же линии 
на направление силы, отнесенной к той же плоско- 
сти. В самом деле,.. дейетвие ‘силы, стремящейся 
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вращать систему около оси, зависит только от этого 
момента, так как если эту силу разложить на две, 
из которых одна будет параллельна оси, а другая 
будет лежать в плоскости, перпендикулярной к оси, 
то, очевидно, только последняя будет в состоянии 
вызывать вращение. Поэтому мы данному моменту 
прясвоим особое название момента относительно оси 
вращения. 

7. Коэффициент М члена М№аф (нп. 5), как мы ви- 
дим, выражает сумму моментов всех сил системы 
относительно оси мгновенного вращения 4$. Точно 
так же для того, чтобы найти сумму моментов отно- 
сительно любой оси, следует только преобразовать 


общую формулу 
Рар-+ Р'ар + Р"ар"-..., 


представляющую сумму виртуальных моментов всех 
сил, — введя в качестве одной из независимых пере- 
менных угол вращения около заданной оси. Тогда 
коэффициентом дифференциала этого угла будет сум- 
ма всех моментов относительно этой оси; настоя- 
щий прием может оказаться полезным во многих 
случаях. 

8. Если система может вращаться в любом на- 
правлении вокруг точки, принятой нами за нача- 
ло координат, следует одновременно рассмотреть 
мгновенные вращения около трех осей х, уиз, и 
тогда мы получим по отношению к каждой из осей 
уравнение, выражающее свойство моментов, анало- 
гичное тому, какое мы только что нашли. Однако 
представляется небесполезным ту же задачу ра- 
шить с помощью более простого и более общего ана- 
лиза. 

Для этой цели пусть, как и в пункте 5, 


= рс0зф, У=ряпо, 


д’ =’ с08ф', У = зщо’,...; 
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если углы ф, Ф,... изменить на одну и ту же раз- 
ность 4ф, то получится 


4х == —у4ф, 4у= 14, 
Чл’ = —у'аф, ау = 'аФ,.... 


Таковы изменения т, у, 1', у',..., получающиеся 
в результате элементарного вращения @ф системы 
около оси 2. 

Точно так же получаются и изменения у, 2, У', 2',..., 
вызываемые элементарным вращением 4ф около ози 
т; для этого следует в приведенных выше формулах 
вместо х, у, х', У,... взять у, 5, У, 5,... И вме- 
сто 4ф взять @4ф, в результате чего получится 


(у = —244{, 45 =уа4, 


фу’ = — 2'4ф, 42’ = у'аф,... 
Если в последних формулах вместо у, 5, У',2',... 
взять соответственно 2; х, 2', 2... и вместо @ф 


взять 4, получатся изменения, происходящие вслед- 
ствие элементарного вращения 4® около оси у, ко- 
торые составят 


42 = —хао®, а4х= зао, 
42" = — х'4о, 4х’ = 54о,... 


Если допустить, что все три вращения происхо- 
дят одновременно*), то полные изменения координат 
т, ут, У, 5',... будут согласно принципам диф- 
ференциального исчисления равны суммам частных 


*) В действительности эти три вращения не могут проис- 
ходить одновременно, а лишь последовательно. Тем не менее 
это нисколько не мешает тому, чтобы в анализе рассматри- 
вать их как происходящие одновременно; дело в том, что 
каждое из них, изменяя бесконечно малое положение тела, 
лишь бесконечно мало влияет на смещения, вызываемые 
другими вращениями, и видоизменяет движения, обязанвые 
своим происхождением другим вращениям, лишь на величи- 
ну, бесконечно малую по сравнению со своим собственным 
значением, (Прим. Бертрана.) 
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изменений, вызванных каждым из этих вращений, 
так что мы получим следующие полные выражения: 


Ах =24® —у@аф, Ч4у=х4о— 2344, 4: =у@ф— т4о, 
4х'=2'4а% —у'4ф, 4у’=1'аф— 5'44\, 45'=у 49—24 о, 

Подставив эти значения в общую формулу равно- 
весия (п. 2), мы получим только члены, происходя- 
щие от вращений 44], 4®, 4ф около трех осей х, уи 5. 
Если система может свободно вращаться во всех 
направлениях около точки, являющейся началом 
координат, то указанные выше члены должны порознь 
равняться нулю. 

Но путем дифференцирования мы получим 


р ео 


Р 
ЕО ЗЕЕ 
13 = @—=8) @2— + и-у 89—49 


Таким образом с помощью указанных выше под- 
становок мы будем иметь 


ар Е ао ево, 


др — У’) аф + (и —с'у/) 4 + (а — ат) 4ы 


оо о оо о 


Подставив вместо › ах, ау, 42, ... аналогичные вы- 
ражения 5 д®— у у 4ф, х 4ф— 2 24, у у р ао, ., МЫ 


найдем, что 4р=0, 4р' =0,.... Отсюда можно 
тотчас же сделать вывод, что в результате этих 
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подстановок члены Р ар, Р'ар',..., общего уравнения, 
связанные с внутренними силами, исчезнут. 

Но мы получим 4р=0Ои в том случае, если 
положим а =0, 6 == 0, с=0, т.е. если центр силы Р 
будет лежать в начале координат; в этом случае 
действие данной силы тоже уничтожается. 

9. Итак, отвлекаясь от внутренних сил, если та- 
ковые имеются, а также от всякой силы, направ- 
ленной к центру координат, мы получим вообще для 
всех сил Р, Р',..., направленных по линиям р, р',..., 
следующее уравнение: 


[44+ Мас + Маф =0, 
где положено 


Г — Р (68 — су) + Р’(’=' У) 1. 


Р р’ 
__ Р (сх — аз) Р’ (с’х’ — а’2’) 
МАУ...) 
__ Р (ау— 52) Р’ (а’у’ — 6’х’) 
РН... 


и тогда для всякой системы, способной свободно 
вращаться в любом направлении вокруг начала ко- 
ординат, мы Получим следующие три уравнения: 


Е=0, М=0, М=0, 


которые соответствуют уравнению пункта 5, отне- 
сенному к трем осям координат. 

3 самом деле, если выразить координаты центров 
сил а, 6, с а',... через углы ®, В, у, &’,..., обра- 
зуемые направлениями этих сил с тремя осями ко- 
ординат, и последовательно положить, как в п. 7 
предыдущего отдела, 


а=ях— роозх, б=у—рсозВ, с=з— рсозу, 
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и аналогично для других подобных величин, — то 
мы получим 


Г. =Р (усозу —2с03 8) --Р’ (У соз\у' — д со В’) +..., 
М =Р (2с0з«--хсоз1у)-- Р’ (2 сова’ — х’ созу’) + ..., 
№М=Р (х созВ —усоза)-- Р’(5' соз В'— у соз®’) |... 


А так как Рсозо, Рсозу представляют собою 
значения силы Р, измеренные по направлениям трех 
осей х, у, 3, можно тотчас же увидеть, что хР со В — 
—иР соз%... является моментом по отношению к оси 
2, причем член УРсозх имеет отрицательный знак, 
так как сила Рсозх стремится вращать систему по 
направлению, противоположному силе Р созВ. Точно 
так же &Р созх — тР созу... является моментом от- 
носительно оси у и УР с0озу — 2Р созВ... моментом 
относительно оси х. Подобные же значения имеют и 
остальные аналогичные выражения. Таким образом 
приведенные три уравнения Г =0, М =0, М№М=0 
выражают, что сумма этих моментов относительно 
каждой из трех осей равна нулю. 

Мы видим также, что коэффициенты С, М, № 
мгновенных вращений 44ф, 4®, 4х представляют со- 
бою не что иное, как суммы моментов относительно 
осей мгновенных вращений (4, 4®, 4ф (п. 7). 

10. Можно было бы, пожалуй, усомниться в том, 
что вращений около трех осей координат достаточно 
для того, чтобы выразить все малые движения, ка- 
кие система точек может выполнить вокруг непо- 
движной точки без того, чтобы взаимное расположе- 
ние этих точек изменилось. Для того чтобы устранить 
это сомнение, исследуем все эти движения более 
прямым путем. 

Проведем прямую линию через данную точку, слу- 
жащую началом координат х, у, 5, и через другую точку 
системы, а через эту линию и какую-либо третью точку 
системы — плоскость; отнесем к этой линии и к этой 
плоскости все прочие точки системы с помощью новых 
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прямоугольных координат 5х’, У, 2, имеющих то же 
начало, что и первые координаты х, у, 3. Совер- 
шенно ясно, что эти новые координаты зависят 
только от взаимного расположения точек системы и, 
следовательно, остаются неизменными, когда система 
меняет свое положение в пространстве, и что 
в этом случае изменяются только первые коорди- 
наты. 

Известная теория преобразования координат дает 
прежде всего нижеследующие соотношения между 
тремя первыми и тремя последними координатами: 


2 = ох’ -- Ву’ + у’, 
7 и 7“! 

у-а’а' ВУ У, 
И ИР ИР 

2 =ах +Ву {у2. 

Девять коэффициентов «, В, 1, &,... зависят 
только от взаимного расположения осей обеих си- 
стем координат и должны быть таковы, чтобы коор- 
динаты 1, у, 3 относились к тем же самым точкам, 


к которым относятся и координаты 2’, У’, &,, и, сле- 
довательно, чтобы выражения 


д? -- У 22 и 22+ у’? -- 5”? 


были тождественны; отсюда получается шесть услов- 
ных уравнений 

ха о -Н? =1, Ви’ д’В" =0, 

ВЕ Ва - В" =1, ау у Ну" =0, 

УЗ, ВУ "0. 
Таким образом из числа 9 величин а, В, |, @&,.. 


три величины остаются неопределенными. 


В том случае, когда оси 5’, у’, 2 совпадают с 
осями т, у, 5, мы имеем 


д=4’, у=Уу, = 
6 эк. Лагранж, т. 1 
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и, следовательно, 


Если приведенные выше формулы продифферен- 
цировать и затем произвести соответствующие под- 
становки, можно получить результат некоторого бес- 
конечно малого перемещения системы в пространстве 
вокруг заданной точки. 

Продифференцировав выражения хх, у, 5 на основе 
допущения, что 5’, У’, 3 — величины постоянные, и 
подставив после дифференцирования вместо этих ве- 
личин д, у, 3, мы получим 


4х = ах - уаВ -|- зау, 
ау =т4х + уаВ’-+24у’, 
43 == тах” + уа6” + 4х’. 
Но приведенные выше шесть условных уравне 
ний, после дифференцирования и после подстановки 


найденных только что значений &==1, В= 0, у=0,..., 


дадут 
4% =0, ав 4х = 0, 


468’ =0, 4у- ам’ =0, 
4" — 0, а’ + 46" — 0, 
откуда 
4%’ = — 48, а’ =—4у, 48" =— 4у. 


Если эти значения подставить в выражения для 
41, ау, 4, мы получим следующие выражения: 
4х = — уда + зА“, 
Фу = ха’ — за", 
42 = — 24% + уаВ", 


которые совпадают с выражениями, приведенными 
в пункте 8, если положить 4’ == @ф, 4 = 4®, аВ"=4$. 
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Итак, приведенные формулы для изменений х, у, 2 
обладают всей той общностью, какая требуется по 
условиям задачи, и три уравнения Ё=0, М =0, 
№ =0, получающиеся в результате исчезновения в 
общей формуле равновесия членов, относящихся каф, 
4«, 4х, являются, таким образом, единственно не- 
обходимыми для удержания системы в равнове- 
сии около заданной точки, если отвлечься от всего 
того, что связано с взаимным расположением точек. 
Следовательно, если это взаимное расположение 
точек остается неизменным, то равновесие систе- 
мы зависит только от приведенных выше трех 
уравнений. 

Даламбер в своих «Исследованиях о предварении 
равноденствий» («НесНегсВез заг 1а ргёсеззюп 4ез вали- 
пох6з») первый открыл законы равновесия несколь- 
ких сил, приложенных к неизменяемой системе 
точек. Он пришел к ним очень сложным путем, 
пользуясь сложением и разложением сил. Позднее 
эти законы были доказаны другими авторами более 
простыми путями, однако наши формулы обладают 
тем преимуществом, что они непосредственно приво- 
дят к этим законам. 


$ Ц. 0 сложении вращательных движений 
вокруг различных осей и моментов 
относительно этих осей. 


11. Если в системе взять точку, координаты х 
у, 2 которой пропорциональны 44, 4®, 4$, то со- 
ответствующие дифференциалы 4х, ау, 4 будут 
равны нулю, как в этом можно убедиться с помощью 
формул пункта 8. Эта точка, равно каки все точки, 
обладающие этим свойством, останется неподвижной 
в течение того мгновения, когда система опишет три 
угла 4ф, 4®, 4$, вращаясь одновременно вокруг осей 
х, у, 2. Мегко видеть, что все эти точки будут ле- 
жать на прямой линии, проходящей через начало 


6* 
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координат *), и составляющей с осями х, у, 5 такие 
углы Л, ц, %, что 


СО8А = ИИ: ЗОО 
У а? - ао? ах? ' 

СО8 а — ———- а 

РР У 442 + 4 ах? ' 

сов У — 4$ 


У а? | аа 


Эта прямая будет мгновенной осью сложного вра- 
щения. 


Если воспользоваться углами ^), и, у, введя для 
сокращения 


40 =У а? ++ 4? -- 462, 
то мы получим 


44ф = 40 созХ, 4 = 40 сози, ао = 40 созу, 


*) Сопоставляя эти выводы с теми, которые были полу- 
чены в предыдущем параграфе, мы видим, что любое беско- 
нечно малое движение твердого тела, имеющего одну непо- 
движную точку, может быть рассматриваемо как вращение 
вокруг оси. Эта прекрасная теорема обязана своим открытием 
Эйлеру, который обосновал ее с помощью очень простого гео- 
метрического доказательства. Эйлер исследовал этот вопрос и 
аналитическим путем. (См. Мётолтез 4е ГАсад6пйе 4е ВегИп 
за 1750г.) Двадцать пять лет спустя он снова вернулся к этой 
теореме в петербургских «СоттещатИ» за 1775 г. и, из- 
ложив геометрическое доказательство, относящееся к случаю 
конечных движений, признал, что аналитическое доказатель- 
ство требует столь пространных исчислений, что он вынужден 
от чего отказаться. Его мемуар заканчивается следующими 
словами: «Конечно, викто не захотел бы взять на себя этой 
удивительной работы... поэтому указанное замечательное 
свойство может дать геометрам прекрасный случай поупраж- 
нять свои силы, занявшись объяснением этого свойства» (стр. 
207). В Чоигпа! а4е ТловуШе (1т@ 6г., 6. У, р. 206) Олинд 


Родригес (Вод12иез), воспользовавшись чрезвычайно изящным 


способом, дал то доказательство, которого желал Эйлер. 
(Прим. Бертрана.) 
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и общие выражения 4х, Чу, 42 (п. 8) примут следую- 
щий вил: 


4х = (2 с08 и — усозу) 40, а = (хсозу — 3с03^) 40, 
42 = (ус05^-- 2 с03 п) а0. 


Так как квадрат малого участка пути, проходимого 
любой точкой, равен 425? -| 4у? -- 42*, он может быть 
выражен через 
[(2 со и — Усозу)? -- (5 созу — 2 с08 А)? 
-- (усоз Х — д соз )?] 40? = 
= [22 -- У? - 22 — (х с08^ -+- у соз и -{ 2 608 У)2] 462, 
ибо с05“  -- с032 ш -- с08* у = 1. 

Но легко доказать, что 4 с0з^ -- усозц - 2с08у =0 
является уравнением плоскости, проходящей через 
начало координат и перпендикулярной к прямой ли- 
нии, составляющей с осями х, у, 2 углы ^, ц, у; сле- 
довательно, малый участок пути, описанный любой 


точкой этой плоскости, равен 46 ]/ 2? -+ у? -| 2?, а так 
как мгновенная ось вращения перпендикулярна к 
той же плоскости, то отсюда следует, что 49 являет- 
ся углом вращения вокруг этой оси, составленного 
из трех частных вращений 44, 4®, аф вокруг трех 
осей координат. 

12. Отсюда следует, что любые „мгновенные вра- 
щения 49. 4®, 4ф вокруг трех осей, пересекающихся 
в одной и той же точке под прямыми углами, скла- 
дываются в единое вращение 40 = У 44}? -|- 4%? -{ 4$? 
вокруг оси, проходящей через ту же точку пересе- 
чения и образующую с упомянутыми осями углы 
Л, и, у, величины которых определяются следующими 


, Аф ГО аф 
формулами: 605 =, 608 = дб» 608 = ж. И, об- 


ратно, отсюда следует, что любое заданное вращение 
40 вокруг оси может быть разложено на три частных 
вращения, выражающихся через соз^ 40, соз и а0, 
созу 49, вокруг трех осей, взаимно пересекающихся 
под прямыми углами в некоторой точке данной оси и 
образующих с этой осью углы ^, ц, у. Это дает очень 
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простое средство для сложения и разложения мгновен- 
ных движений или скоростей вращательных движений. 

В самом деле, если взять три других взаимно пер- 
пендикулярных оси, образующих с осью вращения 4 
углы ^', ^", ^”, с осью вращения 4® углы /, м", и" 
и с осью вращения 4ф углы У', у", у”, то вращение аф 
может быть разложено на три вращения соз^'Аф, 
соз ^"4ф, соз^”Аф, точно так же вращение 4 может 
быть разложено на три вращения с03 и’ 4х, с0з ц’4®, 
с03 и”’4®, и вращение 4х — на три вращения созу’аф, 
с0; У"ф, созу”@ф, причем во всех случаях разложение 
происходит по одним и тем же трем осям. Таким обра- 
зом, если сложить все вращения, происходящие вокруг 
одной и той же оси, и обозначить через 40’, 40", 40” 
полные вращения вокруг трех новых осей, то получится 


40' = соз^' 44 -- сози’ ао -- созу' а, 
40" = соз^" аф -- соз и" а -- созу” а, 
409” = соз^” аф - созы” 4 - созу” 4. 


13. Итак, вращения 44, 4%, 4х были указанным 
выше путем сведены к трем вращениям 40', 40", 40” 
вокруг трех других прямоугольных осей; следова- 
тельно, эти последние при их сложении должны дать 
то же вращение 409, какое получается при сложении 
вращений 4ф, 4®, 4$. Таким образом мы имеем (п. 11) 


40? = 40'2 -- 40"? -- 40”? = 442 + де? ++ 467; 


а так как последнее равенство должно представлять 
собою тождество, то отсюда вытекает, что мы имеем 
следующие соотношения: 


03? ^' -—- ©0832 Л" -+ с03? Л" = 1 

с032 4" -- с052 д” -- с082 д” = 1, 

с052 у’ -- 05? у” - с038 у” =1 
оз" с0з м" -- с0з А" соз щ" -- соз А” с08 "== 0, 

‚ с08^' созу' - соз Л" с0з У" -- с03^” созу” = 0, - 
03 м’ созу' -- с08 м" созу" -- с08 д” созу” == 0, 
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к которым можно притти и геометрическим путем. 
помощью этих соотношений можно тотчас же 

получить и значения 44], 4®, 4ф, выраженные через 

49', 40",- 40”. Для этого следует значения 460’, 40", 

40” последовательно помножить на с0з^', соз»)", 
т. 


соз ^"; с0зы’, с08ц",..., И затем сложить. ‘Тогда 
получится 


4ф = соз ^'40' + соз ^"а6" -- созХ”а6”, 
4 = с08 и'а0' + с08 и"а0" -- с05 и”46”, 
4ф — ©О5 у'20' -- с05 "6" -- С03 ” 0”. 


14. Далее, если назвать ©, ©”, ®” углы, обра- 
зуемые осью сложного движения 40 с осями трех 
частных вращений 40', 40", 40”, то аналогично пункту 
1] получается 


40' —= соз 'а6, 
40" = соз "46, 
40” = соз "46, 


и если в приведенных выше (п. 12) выражениях для 
409’, 40", 460” вместо 44, 4®, 4Ф подставить их выра- 
жения через 40, указанные в пункте 11, а именно 
с0$ Л 49, соз и 40, созу 40, то сравнение этих различных 
выражений для 40', 460", 49” даст нам, по разделе- 
нии на 49, следующие новые соотношения: 


с08 ©’ = 608 Л с0з ^' -- с08 ц соз и’ - созус05У', 
08 ©" == 08 Л с03 Л" -|- с08 ц с0з ш" -- с0зу сов У", 
С08 &”” == 603 Л 608 ^””-- с08 и с03 ц”” -- созу с08 у”, 


которые тоже могут быть выведены с помощью гео- 
метрии. 

15. Отсюда видно, что сложение и разложение 
вращательных движений совершенно аналогично сло- 
жению и разложению прямолинейных движений. 
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В самом деле, если на трех осях вращения @ф, 
4, 4ф отложить от точки‘их пересечения три линии, 
пропорциональные соответственно 44, 4®, 4, и на 
этих трех линиях построить прямоугольный паралле- 
лепипед, то легко видеть, что диагональ этого па- 
раллелепипеда будет осью сложного вращения 40 и 
в то же время по своей длине она будет пропорцио- 
нальна этому вращению 40. Отсюда, а также из того 
обстоятельства, что вращения вокруг одной и той же 
оси складываются или вычитаются друг из друга в 
зависимости от того, происходят ли они в одном и 
том же направлении, или же в противоположных 
направлениях, — следует вообще сделать тот вывод, 
что сложение и разложение вращательных движений 
происходит совершенно таким же образом и согласно 
тем же законам, что и сложение и разложение пря- 
молинейных движений: для этого следует лишь вра- 
щательные движения заменить прямолинейными дви- 
жениями, направленными по осям вращения. 

16. Далее, если в формуле пункта 9 Гаф- 
-- Мао + №а, содержащей члены общего выражения 
рар-+ Р’ар + Р"ар’--..., соответствующие вра- 
щениям 4}, 4%, 4ф, подставить вместо 4ф, 4, аф вы- 
ражения, найденные в пункте 13, то она примет вид: 


(Ссоз^’ + М созы - №Мсозу) 46’ -- 
—- (С соз ^” Е М созы" - №Мсозу”) 40” - 
-- (С соз^”-- М созь” -- № созу") 40”. 
Следовательно, согласно пункту 7 коэффициенты 
элементарных углов 40’, 40”, 40” будут выражать 
суммы моментов относительно осей вращения 40,, 
460”, 40”. Таким образом моменты, равные Д, М, № 


и относящиеся к трем прямоугольным осям, дадут 
моменты 


Г сов ^’ -- М созы’ -- №Мсозу,, 
Г, со №" -- М соз в" - № созу", 
Г, со; + М соз в" М№М созу" 
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относительно трех других прямоугольных осей, обра- 

зующих с первыми осями соответственно углы ^,, 
и й . ИУ Ш МА 

ШУ; М, Ш, УХ, Ш, У. 

Геометрическое доказательство этой теоремы мож- 
но найти в УП томе М№оуа Аба Петербургской Ака- 
демии *). 

17. Если допустить, что вращения 44, 4®, аф 
пропорциональны СД, М, М№, и положить Н = 


= 12 -- М? +. №, то согласно пункту 11 мы имеем 
Г, = Н соз^, М =Н сози, М№М=Н созу, и три найден- 
ные нами выше момента сводятся, с помощью соот- 
ношений пункта 14, к следующему простому виду: 


Н соз®’, Ы соз®’, Н соз ®” 


Но ®’, ®”, «"” —это углы, образуемые осями вра- 
щений 40’, 40”, 49” с осью сложного вращения 
40.` Поэтому, если мы. совместим ось вращения 


40’ с осью вращения 40, мы получим, что ®’ = 0, 
а каждый из углов ®" и о” — прямой; следователь- 


но, момент`относительно этой оси будет равен про- 
сто Н, а два других момента относительно осей, 
перпендикулярных к первой, будут равны нулю. 
Отсюда следует, что моменты, равные С, М, Ми 
относящиеся к трем прямоугольным осям, склады- 


ваются в один момент И, равный У Г? -- М? - №, 
и относящийся к оси, которая составляет с упомя- 
нутыми выше осями углы ^, и, », для которых 


Г, 
С08 А ==: с08 ц = 


Я СОЗУ — 


М М№ 
Н ’ Н'` 

Таковы известные теоремы, касающиеся сложения 
моментов; ясно, что это сложение происходит со- 
гласно тем же правилам, что и сложение прямоли- 


нейных движений. Его можно было бы вывести 


*) Это доказательство принадлежит Эйлеру. (Прим. Бер- 
трана.) 
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непосредственно из сложения мгновенных вращений, 
подставив моменты вместо вызываемых ими враще- 
ний, подобно тому, как Вариньон подставил силы 
вместо прямолинейных движений *). 


8 ТУ. Свойства равновесия по отношению 
к центру тяжеети. 


18. Если допустить, что в формулах пункта 9 
все силы Р, Р’, Р” действуют по параллельным 
направлениям, то получается 


ан = а" =..., ВЕР = =..., у=у=у’=...; 
следовательно, если для краткости положить 
Х =Рх - Р’х’ -- РВ" ..., 
У = Ру-- Р’у’ + Ру" + ..., 
Й =Р2 - ВР’ + РР" ..., 
то величины С, М, М принимают следующий вид: 
Г =У созу— & созВ, 
М = 7 соза — Х созу, 
№ = ХсозВ — У созх, 
и уравнения равновесия сводятся к следующим: 
Г =0, М =0, №М=0, 


причем третье из них является здесь следствием 
первых двух. Но так как мы имеем сверх того (от- 
дел ИП, пункт 7) уравнение 


с03? и -- с032 В -- с05? у =1, 


*) Эта аналогия недопустима. Сила, действующая на твер- 
дое тело, способное двигаться вокруг заданной оси, вызывает 
вращение, пропорциональное ее моменту; но для двух раз- 
личных осей играют роль моменты инерции, поэтому нельзя 
подставлять моменты вместо вызываемых ими вращений. (См. 
по этому вопросу работу Пуансо, М6тотез ае ГГозии. 
$. УП, р. 564.) (Прим. Бертрана.) 
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мы получаем возможность определить с помощью 
этих уравнений углы «, В, у; мы находим 


Хх 
1“ = утру’ 
у 
со8В — У хе уз 7?’ 
ИИ ПОНИ 
Туя. 


Итак, если дано положение тел по отношению к 
трем осям, то пля того чтобы вращательное движе- 
ние системы было совершенно уничтожено, необхо- 
димо, чтобы система по отношению к направлению 
сил заняла такое положение, при котором это направ- 
ление образовало ‘бы с упомянутыми осями углы х, 
6, у, величина которых была определена выше. 

19. Если бы величины Х, У, & оказались равны- 
ми`нулю, то углы ох, В, \ остались бы неопределен- 
ными и положение системы по отношению к направ- 
лению сил могло бы быть совершенно произвольным; 
отсюда получается следующая теорема: Если сумма 
произведений параллельных сил на их расстояния от 
трех взаимно перпендикулярных плоскостей равна нулю 
по’ отношению к каждой из этих плоскостей, то дей- 
ствие этих сил, стремящееся заставить систему вра- 
щаться вокруг общей точки пересечения упомянутых 
плоскостей, уничтожается. 

Известно, что сила тяжести действует по верти- 
кали и что она пропорциональна массе. Следователь- 
но, если в системе весомых тел найти такую точку, 
чтобы сумма масс, умноженных на их расстояния 
от плоскости, проходящей через эту точку, была 
равна нулю по отношению к трем взаимно перпенди- 
кулярным плоскостям, то эта точка будет обладать 
тем свойством, что сила тяжести не будет в состоя- 
нии вызвать в системе какого-либо вращательного 
движения вокруг этой точки. Эта точка, которая 
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называется центром тяжести, имеет очень широкое 
применение во всей механике. 

Для определения этой точки следует лишь найти 
ее расстояния от трех заданных взаимно перпенди- 
кулярных плоскостей. Но так как сумма произведе- 
ний масс на их расстояния от плоскости, проходящей 
через центр тяжести, равна нулю, то сумма произве- 
дений тех же масс на их расстояния от другой пло- 
скости, параллельной первой, необходимо будет равна 
произведению суммы всех масс на расстояние центра 
тяжести от той же плоскости; таким образом это 
последнее расстояние можно получить, если сумму 
произведений масс на соответствующие их расстояния 
разделить на сумму этих масс; отсюда получаются 
известные формулы для центров тяжести линий, по- 
верхностей и тел. 

20. Есть, однако, одно менее известное свойство 
центра тяжести, которое может оказаться полезным 
в некоторых случаях, так как оно не связано с чуж- 
дым проблеме рассмотрением плоскостей, и которое 
может послужить для определения центра тяжести, 
исходя непосредственно из взаимного расположения 
тел. Вот в чем это свойство состоит. 

Пусть А есть сумма произведений масс, взятых 
по две и затем умноженных на квадрат их взаим- 
ного расстояния, деленная на квадрат суммы этих 
масс. 

Пусть ВБ — сумма произведений отдельных масс 
на квадрат их расстояний от какой-либо заданной 
точки, деленная на сумму этих масс. 


Тогда И/В— А выразит расстояние центра тяже- 
сти всех масс от заданной точки. Так как величина 
Л не зависит от выбора этой точки, то, определив 
значения В по отношению к трем различным точкам, 
избранным по усмотрению в пределах системы или 
же вне ее, мы получим расстояния центра тяжести от 
этих трех точек и, следовательно, положение его 
относительно этих точек. Если бы все тела лежали 
в одной и той же плоскости, было бы достаточно 


и 
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рассмотреть 'две точки, а если бы они лежали на 


некоторой заданной прямой, то было бы достаточно 
ОДНОЙ ТОЧКИ. 


Если эти точки избрать в самих телах системы, 
то положение ее центра тяжести будет задано исклю- 
чительно массами и их взаимными расстояниями. 
В этом заключается главнейшее преимущество этого 
способа определения центра тяжести. 

Для доказательства сказанного я возвращаюсь к 
выражениям Х, У, 2 пункта 18 и, введя еще три 
произвольных величины |, ©, й, составляю три ниже- 
следующих тождественных равенства, которые легко 


проверить: 
[Хх —(Р+Р-Р+...) = 
= (Р-+Р’-Р"-...)[Р (%— РВ? 
НР — 0+ Р" (а — +..]- РР’ (в) 
— РР" (х.— 1") — Р’Р"(х— т’) — 
(+++...) = 
= (Р-Р +" + Роя 
- Р’(у — 8+ Р" (у — + ‚] — РР'’(уфУу)— 
— РР" (уу) —Р'Р"У фу) —..., 
[7 —(Р-ЕР’-Р" +...) 1] = 
в 
-- В’ (5 — №) + Р" (5 — 1+... РР’ (8—5) Ы— 
— РР" (3 — 2”) — р’ .р (2 — 2”)? — 


Величины Р, Р’, Р",... представляют собою веса, 
или пропорциональные им массы тел, а величины 
т, ут, у, 2, 1”,... являются прямоугольными 
координатами этих тел. Но мы видели (пункт 19), 
что когда начало координат находится в центре тя- 
жести, то три величины Х, У, { равны нулю. Сле- 
довательно, если в приведенных выше трех уравне- 
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ниях положить Х ==0, У =0, (=0, затем их сло- 
жить и ввести для краткости обозначения: 


| -- < - #2 = 72, 
(д — Ре (у — 8)? -+ (2 — 1)? = (0}?, 
(д —ре-(и — 8) + (2 — 1)? = (1), 
(я АТР(У — 8) (2—1) = (2), 


о д 9 


(# —#- (у У) (2 —& 2 = (0,1), 
(я 2 (у — у) + (= — 2”)? = (0,2)?, 
(я — 2) Ну у) (7—2) = (1,2), 


то после разделения на (Р-Р’--Р”--...)?, по- 
лучится 
„2 _ Р(0-Р” (1) ЕР” (2... _ 
РЕР’-Р"... 


_ РР’ (0,1) + РР” (0,2) + Р’Р" (4,2) --... 
(РЕР’-ЕР".. 


Если приведенные три величины |, 2, Ё принять 
в качестве заданных прямоугольных координат из- 
бранной нами точки, то ясно, что г будет расстоя- 
нием этой точки от центра тяжести, который согласно 
допущению находится в начале координат; (0), (1), 
(2),... будут расстояниями весов Р, Р’, Р" от 


той же точки и (0,1), (0,2), (1,2),... будут рассетоя- 
ниями между телами или весами Ри Р’, РиР", 
В’ и Р",... Таким образом приведенное только что 
уравнение примет следующий вид: 7? = В — А, откуда 
следует *) ‚т=УИВ— А. 


*) По поводу этой теоремы можно еще посмотреть мемуар 
Лагранжа Зиг чипе попуе!е ргорг1!66 4и сетихе 4е отауй6, на- 
печатанный вт. У Оецутез 4е Гаотапое, стр. 535, главу Ш 
«Статики» Пуансо, четвертую лекцию Уотезапреп Бег 
РупапиК Якоби и, наконец, различные мемуары, напечатан- 


ные в УГи УП томах ВаПейи 4е ]а $06166 ша Мбта_аиае 4е 
Егапсе. (Прим. Дарбу.) 
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$ У. Свойства равновесия, относящиеся к макеимуму 
и минимуму. 


21. Рассмотрим теперь максимумы и минимумы, 
которые могут иметь место при равновесии; для этой 
цели мы снова возьмем общую формулу 


Рар-+ О 44+ Ваг+...=0 


равновесия между силами Р, 0, В,..., которые 
направлены по линиям р, 4, г,..., приводящим 
к центрам этих сил (отд. П, п. 4). 

Можно допустить *) ‚что эти силы выражены таким 
образом, что величина Рар -- 04а -- Ааг --...является 
полным дифференциалом некоторой функции от р, 0, 


г....; обозначим последнюю через П, так что мы 
имеем 


ап =Рар-+ 044+ Ва"+... 


Тогда для случая равновесия мы имеем уравнение 
АП = 0, которое показывает, что система должна 
занимать такое положение, чтобы функция П была, 
вообще говоря, максимумом или минимумом [11]. 

Я употребил выражение «вообще говоря», так 
как известно, что равенство нулю дифференциала не 
всегда указывает на наличие максимума или мини- 
мума, как это хорошо известно из теории кривых. 

Указанное выше допущение вообще имеет место, 
когда силы Р, 0, В действительно направлены либо 
к неподвижным внешним точкам, либо к телам самой 
системы и при этом пропорциональны каким-либо 
функциям расстояний; в природе наблюдается именно 
этот случай. 

Итак, при указанном допущении о характере сил 
система будет в равновесии, когда функция П будет 


*) Лагранж не хотел утверждать, что это всегда так 
бывает. Он лишь предупреждает, что излагаемые ниже выводы 


относятся к тому случаю, когда это имеет место. (Прим. 
Бертрана.) 
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максимумом или минимумом; в этом заключается 
принцип, предложенный Мопертюи (Мапреги15) под 
названием закона покоя. 

В системе тяжелых тел, находящейся в равнове- 
сии, силы Р, О, В,..., вызываемые тяжестью. как 
известно, пропорциональны массам тел и, следова- 
тельно, постоянны, а линии р, 4, г,... сходятся 
в центре Земли. Поэтому в данном случае мы имеем 


| = Рр-+ 09- А+ ...; 


так как линии р, (0, Г,... можно признать парал- 
лельными, то величина 


и 
Р+О+ВЕ... 


выразит расстояние центра тяжести всей системы от 
центра Земли; следовательно, это расстояние будет 
минимумом или максимумом, когда система будет 
находиться в равновесии. Так, например, оно является 
минимумом в случае цепной линии и максимумом — 
в случае большого числа шариков, поддерживающих 
друг друга, когда они расположены в виде свода. 
Этот принцип известен уже с давних пор. 

22. Если теперь мы рассмотрим ту же систему 
в движении и если через и’, и", и",... обозначим 


, ,. 

скорости, а через т’, т", т"',... соответствующие 
массы различных тел, входящих в состав системы, 
то принцип, столь хорошо известный под названием 
принципа сохранения живых сил, прямое и общее 
доказательство которого будет нами представлено 


в «Динамике»,— даст нам следующее уравнение: 


ти -- т" + ти"... = 60186 — 21. 


Так как в состоянии равновесия величина ИП бы- 
вает минимумом или максимумом, то отсюда следует, 
что величина т!'и’? | ти”? - ти" --..., предста- 
вляющая собою живую силу всей системы, будет 
одновременно максимумом или минимумом. Отсюда 
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получается следующий второй принцип статики: 
из всет положений, последовательно занимаемых систе- 
мой, то положение, при котором она обладает наи- 
большей или наименьшей эсивой силой, является 
одновременно тем положением, в которое ее следовало 
бы вначале поместить, чтобы она осталась в равновесии. 
(См. Мбто1гез 4е ’Асадбтле Чез Зелепсез за 1748 
и 1749 гг. *). 

23. Мы видели, что функция П бывает минимумом 
или максимумом, когда положение системы таково, 
что она находится в равновесии. Докажем теперь, 
что когда эта функция является минимумом, то 
в этом случае имеет место устойчивое равновесие 
в том смысле, что если сначала система находилась 
в состоянии равновесия, а затем была немного из 
него выведена, то она сама собою стремится вернуться 
К этому состоянию, совершая около него бесконечно 
малые колебания,— и что, наоборот, в том случае, 
когда та же функция является максимумом, имеет 
место неустойчивое равновесие, так что система, 
будучи однажды выведена из этого состояния, может 
совершать колебания, которые не будут уже очень 
малыми и которые могут все более. и более отклонять 
систему от ее первоначального состояния [12]. 

Для того чтобы доказать это положение в общем 
виде, я принимаю во внимание то обстоятельство, 
что каков бы ни был вид системы, ее положение, 
т. е. положение различных тел, из которых она 
составлена, всегда определяется с помощью изве- 
стного числа переменных, и что величина ПН будет 
заданной функцией этих же переменных. Предполо- 
жим, что при положении равновесия упомянутые 
переменные равны а, 6, с,...,а при положении, очень 


*) Этот принцип был высказан, без достаточного, однако, 
обоснования, малоизвестным геометром де-Куртивроном (4е 
СоптИугоп). В первом - издании «Аналитической механики» 
Лагранж упомянул его имя; во втором же издании он его не 
назвал, ограничившись указанием даты мемуара. (Прим. 
Бертрана.) 


Т ж. Лагранж, т. Т 
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близком к положению равновесия, они равны а - 1, 
у, с &,..., где х, у, 2,... очень малые вели- 
чины. Если эти последние значения подставить 
в функцию П и разложить ее в ряд по степеням 
очень малых величин х, у, 2,..., то функция П*) 
получит следующий вид: 


П- А- Вх Су- Бд-... + Е? - Сху - 
-- Ну? + Кхз - Гу -+ М2 ..., 


где величины А, В, С,... заданы в виде функций 
а, 69, с,... Но в состоянии равновесия 4П должно 
равняться нулю, каким бы образом мы ни изменя- 
ли положение системы; следовательно, дифферен- 
циал П должен вообще равняться нулю, когда 
т, у, 2,... равны нулю. Таким образом 


В=0, С=0, р=0.... 


Итак, для любого состояния, очень близкого 
к состоянию равновесия, получается следующее 
выражение для ИП: 


П = 4+ РЁ? + Сху-- Ну? + Кл - Гу + М?-...; 


поскольку переменн“е х, у, дх,... очень малы, в при- 
веденном выражении достаточно принимать во вни- 
мание лишь вторые степени этих переменных. 

24. Теперь ясно, что для того чтобы величина ПЦ 
была минимумом в то время, когда х, и, 5,...равпы 
нулю, необходимо, чтобы функция 


Ех? -- Сху + Ну? - Ктё + Гуз + Мф ..., 


которую я назову А, была неизменно положитель- 
ной, независимо от того, каковы значения перемен- 
ных ФФ, у, 2,. 

*) Лежен-Дирихле (Гедеппе-О!с1е) упростил это дока- 
зательство и придал ему большую строгость (См. Сге|ез, 


Тоцтпа!, т. 32 и Уопгпа! де ГлоцуШе, 178 зёг.. т. ХИ, стр. 474.1 
(Прим. Бертрана.) 
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Но эта функция может быть приведена к сле- 
дующему виду: 


Х = 722 918 -- И + 


если положить 


=, 

БЕ +.. 

8=Н а 

п=У+ (2—5 +...) 
=М я, =, 
С=2-+..., 


Следовательно, для того чтобы упомянутая 
функция была положительно, необходимо, чтобы 
коэффициенты /, 2, й,... были положительными; в то 
же время ясно, что если эти коэффициенты положи- 
зельны, то А необходимо будет положительно, так 
как величины Ё&, у, С... вещественны, если таковы 
же и переменные ф, у, 

Если же, наоборот, величина П должна быть. 
максимумом в то время, как 2, у, 5,... равны нулю, 
функция Х должна быть постоянно отрицательной 
и, следовательно, коэффициенты }, в, №,... должны 
иметь отрицательные значения. И, наоборот, если эти 
коэффициенты отрицательны, то отсюда следует, что. 
значение Х необходимо будет отрицательным. 

25. Итак, если принимать во внимание лишь 
вторые степени очень малых величин х, У, 23, МЫ. 
будем иметь 


П=Ае ая +. 
7* 
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и уравнение сохранения живых сил (п. 22) примет 
следующий вид: 


М"? -- М"? -- М" < 
—= с0156 —2А — 2/22 — 2012 — 2172 —... 


Но в состоянии равновесия мы согласно допу- 
щению имеем 


2=0, у=0, 2=0,..., 
а следовательно, также (п. 19) 
$ =0, ч=0, С=0,... 


Поэтому, если мы предположим, что выводим систему 
из этого состояния, сообщив телам М', М", М"',... 


очень малые скорости У', И", Г"',..., то необходимо 

должно быть и' =1У', и" =У", и" —Т",..., когда 

6$ =0, ч=0, С=0,... Таким образом мы получим 
М'У'2 -- М"У"2 + М"У" +... = соп — 24; 


это уравнение послужит для определения произволь- 
ной Постоянной. 

Итак, приведенное выше уравнение примет сле- 
дующий вид: 

Ма? -- М”? -|- М”и” 2.|- ее 

— М'У"? + М”И”? + М”у"? --. ИИ 
— 212 — ат — 208 —..., 

на основании которого легко сделать следующие 


два заключения: 
1) В том случае, когда П минимум, и, следова- 


тельно, когда коэффициенты }, &, й,... все положи- 
тельны, величина 
2752 287 - 2152 + ..., 


имеющая всегда положительное значение, необ- 
ходимо должна быть меньше, или во всяком слу- 
чае не может быть больше заданной величины 


и 
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М’У’2 + М”У"? + М"У" + ..., которая сама по се- 
бе очень мала; следовательно, если эту величину 
назвать ТГ, то для каждой из переменных &, 1, %,... 
будут существовать следующие пределы: 


между которыми они необходимо будут заключаться. 
Отсюда следует, что в данном случае система будет 
в состоянии лишь очень мало отклоняться от своего 
положения равновесия и еможет выполнять лишь 
очень малые колебания с ограниченным размахом. 

2) В том случае, когда П максимум, и, следова- 
тельно, когда коэффициенты }, 2, Й,... все отрицательны, 
величина 


— 212 — 2012 — 2102—..., 


имеющая всегда положительное значение, может 
возрастать до бесконечности и, следовательно, си- 
стема может все больше отклоняться от своего поло- 
жения равновесия. Мо крайней мере приведенное 
уравнение позволяет убедиться в том, что в данном 
случае ничто не препятствует постоянному увели- 
чению переменных &, т, (,...; однако отсюда еще 
не следует, что они действительно должны увели- 
чиваться; это последнее положение мы докажем в 
шестом отделе «Динамики» [13]. 

Если бы все коэффициенты }, в, й,... оказались 
равными нулю, то, как это нам известно из теории 
максимумов ‘и минимумов, для существования макси- 
мума или минимума требуется, чтобы члены третьего 
измерения были равны нулю, а члены четвертого 
измерения были все время положительными или 
отрицательными [14]. Пользуясь этим приемом и 
можно судить об устойчивости равновесия, кото- 
рое имеет место при обращении в нуль членов 
первого порядка, если одновременно с ними исчезают 
и члены второго порядка. 
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26. Впрочем, изложенные выше свойства макси- 
мумов и минимумов, проявляющиеся при равновесии 
системы любых сил, являются только непосредствен- 
ным следствием доказательства, данного нами в конце 
первого отдела для принципа виртуальных скоростей. 

В самом деле, пусть р — расстояние между двумя 
первыми полиспастами, из которых один неподвижен, 
‚а другой может перемещаться; они соединяются друг 
с другом с помощью Р витков веревки, создающих 
силу, пропорциональную Р, которую можно выразить 
просто через Р, если груз, действующий на веревку, 
принять за еданицу; пусть, далее, 4 — расстояние 
между двумя полиспастами, создающими силу О, 
‚г — расстояние между полиспастами, создающими 


силу А,... Ясно, что Рр будет длиной участка 
веревки, охватывающего оба первых полиспаста; 
аналогично (04, Вг,... представят собою соответ- 


ствующие длины частей веревки, охватывающих 
другие полиспасты, так что общая длина веревки, 
охватывающей все неподвижные и подвижные поли- 
спасты, составит Рр + 04 - Вг-... 

К этой длине прибавим еще и длину различных 
частей веревки, которые находятся между непо- 
движными поворотными блоками, необходимыми для 
изменения направления веревки; эту длину мы 
обозначим через а. Прибавим сюда еще ту часть 
веревки, которая находится между носледним пово- 
ротным блоком и грузом, подвешенным на конце 
веревки; ее мы обозначим через и; наконец, пусть 
{ — общая длина веревки, один конец которой 
закреплен в некоторой неподвижной точке простран- 
ства, а другой несет на себе груз. Очевидно, что 
мы имеем равенство 


[= Рр + 09+ В" +... +а+и, 
откуда следует 


и={—а—Рр— 04— В'"—-`. 
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По если предположить, что силы Р, О, В.,... 
являются постоянными, т. е. независимыми от 
р, а, г,...,— а это всегда допустимо при равновесии, 
где мы рассматриваем лишь бесконечно малые переме- 
щения, — то легко видеть *), что величина Рр -- а - 
-- Вт-... будет той самой, которую мы выше, в 
пункте 21, обозначили через П; таким образом мы бу- 
дем иметь вообще 


и=1[—а— ПИ, 


где / и а — постоянные величины. 

21. Теперь ясно, что так как груз стремится 
опуститься как можно ниже, равновесие может 
наступить вообще только тогда, когда значение и, 
выражающее снижение груза, отсчитываемое от не- 
подвижного блока, будет максимумом, и, следова- 
тельно, когда. значение П будет минимумом; в то 
же время ясно, что в данном случае равновесие 
будет устойчивым, так как любое незначительное 
изменение системы может вызвать лишь поднятие 
груза, который, однако, будет стремиться снова 
снизиться и вернуть систему в состояние равновесия. 

Но мы видели, что для равновесия достаточно 
наличия условия АП==0О и, следовательно, @и=0. 
Это условие имеется налицо и в том случае, когда 
значение и представляет. собою минимум, т.е. когда 


*) Подобная замена переменных сил постоянными может, 
наоборот, совершенно изменять природу функции П. Так, 
например, если рассмотреть притяжение, обратно пропорцио- 


и 
нальное расстоянию и равное р» ТО мы булем иметь 


\ рар- | Тар-ьюв р 


если же Р заменить постоянной величиной, то после интегри- 
рования мы будем иметь Рр, что сильно отличается от получен- 
ного выше результата. Можно лишь утверждать, что при тех 
значениях переменных, которые соответствуют состоянию рав- 
новесия, обе функции, хотя и сильно между собою различаю- 
щиеся, имеют одинаковое изменение. (Прим. Бертрана.) 
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груз вместо того, чтобы занимать самое низкое по- 
ложение, занимает, наоборот, самое высокое. Легко 
видеть, что в данном случае небольшое изменение в 
положении системы сможет вызвать лишь снижение 
груза, который после этого не будет стремиться вновь 
подняться, а будет стремиться еще более снизиться 
и тем самым все более и более удалять систему от 
ее первоначального положения равновесия. Отсюда 
следует, что это равновесие совершенно не будет 
обладать устойчивостью: будучи однажды нарушено, 
оно не будет стремиться к своему восстановлению. 


с оаЕЕ» ух 


о ——— 


ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


БОЛЕЕ ПРОСТОЙ И БОЛЕЕ ОБЩИЙ МЕТОД 
ПРИМЕНЕНИЯ ФОРМУЛЫ РАВНОВЕСИЯ, 
ДАННОЙ В ОТДЕЛЕ ВТОРОМ. 


_.1. Писавшие до сих пор о принципе виртуальных 
скоростей больше занимались подтверждением пра- 
вильности этого принципа путем сопоставления 
результатов, полученных‘ при его помощи, с резуль- 
татами, полученными с помощью обычных положений 
статики, нежели выявлением той пользы, какую можно 
из него извлечь для непосредственного разрешения 
задач этой науки. Мы поставим своей задачей осуще- 
ствить эту последнюю работу со всей той общностью, 
какая ей доступна, и вывести из упомянутого прин- 
ципа аналитические формулы, которые содержат 
разрешение всех проблем о равновесии тел‚,— почти 
так же, как формулы для подкасательных, для 
радиусов кривизны и т. д. содержат определение 
этих линий для всех кривых. 

Метод, изложенный во втором отделе, может 
быть применен во всех случаях и, как мы видели, 
требует лишь выполнения чисто аналитических 
операций; но так как непосредственное исключение 
переменных или их дифференциалов с помощью услов- 
ных уравнений может привести к очень сложным 
вычислениям, мы представим тот же метод в более 
простом виде, сведя с помощью некоторого приема 
все случаи к случаю совершенно свободной системы. 
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$ Е Метод множителей. 


2. Пусть 
Г=0 М=0, М№М=0,... 


различные условные уравнения, вытекающие из 
природы системы, причем величины Г, М, №.,... 
представляют собою конечные функции переменных 
д, у231,у,7,...; дифференцируя эти выражения, 
мы получим 


а.=0 ам=0, аМ=о0,...; 


последние уравнения дают ту связь, которая должна 
существовать между дифференциалами тех же пе- 
ременных. Вообще с помощью уравнений 


аг=0, ам =0, амМ=0.... 


мы будем выражать условные уравнения между 
этими дифференциалами — независимо от того, будут 
ли эти уравнения сами по себе полными дифференциа- 
лами или же нет — при условии, что дифференциалы 
будут только линейными. 

Но так как эти уравнения должны служить 
лишь для исключения в общей формуле равновесия 
равного количества дифференциалов, после чего каж- 
дый из коэффициентов оставшихся дифференциалов 
должен быть приравнен нулю, то нетрудно, пользуясь 
теорией исключения линейных уравнений, доказать, 
что тот же результат может быть получен, если 
к упомянутой формуле просто прибавить различные 
условные уравнения 


а,=0, ам=о0, ам=о0, 


умножив каждое из них на неопределенный коэф- 
фициент; если затем приравнять нулю сумму всех 
членов, которые умножаются на один и тот же диф- 
ференциал, то это даст нам столько частных урав- 
нений, сколько имеется дифференциалов; из этих 
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последних уравнений можно будет под конец исклю- 
чить неопределенные коэффициенты, на которые были 
умножены условные уравнения. 

3. Отсюда, таким образом, вытекает следующее 
крайне простое правило определения условий рав- 
новесия любой заданной системы. 

Берут сумму моментов всех сил, которые должны 
находиться в равновесии (отд. П, п. 5), и прибавляют 
к ним различные дифференциалы функций, которые 
согласно условиям задачи должны равняться нулю, 
умножив предварительно каждый из этих дифференци- 
алов на неопределенный коэффициент. Полученную 
сумму приравнивают нулю и таким образом по- 
лучают дифференциальное уравнение, которое рас- 
‘‹сматривают как.обычное уравнение для максимумов 
и минимумов и из которого затем получают столько 
частных конечных уравнений, сколько имеется пе- 
ременных величин. Если затем эти уравнения путем 
‘исключения освободить от неопределенных коэффи- 
циентов, то они дадут все условия, необходимые для 
равновесия. 

Таким образом рассматриваемое дифференциальное 
уравнение будет иметь следующий вид: 


Рар+ 044+ Ваг-... 
... ла - цам + уамМ+...=0, 


где ^, ц, у... представляют собою неопределенные 
величины; в дальнейшем мы будем его называть 
общим уравнением равновесия. 

Это уравнение даст для каждой координаты, на- 
пример для координаты х, любого из тел системы 
уравнение следующего вида: 


др 94 д» 
Р5. 9, +В +... 


э. ом, дм а. 
РА: Ни тт... 0; 
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таким образом число этих уравнений будет равно’ 
числу всех координат тел. Эти уравнения мы будем 
называть частными уравнениями равновесия. 

4. Вся трудность заключается теперь в том, чтобы 
из последних уравнений исключить неопределенные 
величины ^, ц, »,... Правда, этой цели всегда 
можно добиться с помощью известных приемов, но 
представляется целесообразным в каждом отдельном 
случае избрать те приемы, которые могут привести 
к наиболее простым результатам. Окончательные 
уравнения будут содержать все условия, необхо- 
димые для предложенной задачи равновесия, а так 
как число этих уравнений будет равно числу всех 
координат тел системы за вычетом из него числа 
неопределенных величин ^, и, у..., которые под- 
лежали исключению, и так как сверх того число этих 
неопределенных величин как раз равно числу конеч- 
ных условных уравнений Г =0, М =0, М=0,..., 
то отсюда следует, что вышеупомянутые уравнения 
совместно с этими последними дадут всегда такое 
количество уравнений, которое будет равно числу 
координат всех тел системы; следовательно, их бу- 
дет достаточно для определения этих координат и 
для выяснения положения, какое должно занять каж- 
дое тело, чтобы находиться в равновесии. 

5. Замечу теперь, что члены ^ 4, иаМ, ... обще- 
го уравнения равновесия можно тоже рассматривать 
как величины, выражающие моменты различных сил, 
приложенных к той же системе. 

В самом целе, принимая во внимание, что 4Ё 
является дифференциальной функцией переменных 
т, у, 2,’ у",..., служащих координатами различ- 
ных тел системы, можно считать, что она составлена 
из отдельных частей, которые я обозначу через АГ", 
ЧГ,..., так что 


а = а -+амч+..., 


где 47’ содержит лишь члены, в которые входят 
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4х’, 4у', 43'; 41" содержит лишь члены, в которые 
входят 4х”, у’, 42", и т. д. 

Таким образом член Х4Ё общего уравнения со- 
‘ставлен из членов ла", ^АаГ",... Но если член ХАГ/ 
представить в путем виде: 


‘и принять во внимание сказанное в пункте 8 отд. П, 


то станет ясно, что эта величина может выражать 
момент силы 


=“) ОГ ОГ! 

АИ (>) + (>) 
приложенной к телу, координаты которого суть #7', 
у', #', и направленной перпендикулярно к поверх- 
ности, уравнение которой Г’ =0, если только в 
нем ху’, 2’ рассматривать как переменные вели- 


чины. Точно так же член ХАГ” может выразить 
момент силы 


ЭГ" ГОТ "8 
ВИ (=) + (и) + (25), 
приложенной к телу, имеющему своими координа- 
тами 1", У", 2", и направленной перпендикулярно к 
поверхности, уравнение которой 4," = 0, если только 
в последнем выражении 1”, у", 2" рассматривать как 
переменные величины, и так далее. 


Следовательно, вообще член ^ 4Г, будет эквивален- 
тен действию различных сил, выраженных с помощью 


А И (+ т) + (т) + +(27) у, 
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`и приложенных соответственно к телам, имеющим 
координаты х', у', &', 4”, у", д",..., причем эти силы 
направлены перпендикулярно к различным поверх- 
ностям, выраженным с помощью уравнения 4, =0, 
если в последнем принять в качестве переменных 
сначала 2’, у’, 2', затем х", у", =" ит. д. 

6. Вообще член ^@Ё можно рассматривать как 
момент некоторой силы *)/, стремящейся вызвать 
изменение значения функции [, а так как АД = 
= а2' + 4["+{..., то член Л аГ, выражает моменты 
нескольких сил, равных /^ и стремящихся вызвать. 
изменение функции Д, если принять во внимание 
отдельно изменения различных координат 2’, И', 2', 
Х’, У", 2",.... То же самое относится и к членам 
иам, уаМ№, ... (отд. П, п. 9). 

Так как в общем уравпенийи равновесия (п. 3) 
предполагается, что силы Р, О, В,... направлены 
к центрам, в которых заканчиваются линии р, (4, г, ..- 
и таким образом стремятся укоротить эти линии, то 
следует считать, что и силы ^, ц,... стремятся 
уменьшить значения функций Г[, М,... 

7. Отсюда следует, что каждое условное уравне- 
ние эквивалентно одной или нескольким силам, при- 
ложенным к системе по заданным направлениям, 
или вообще стремящимся вызвать изменение значе- 
ний заданных функций **); таким образом состояние 
равновесия системы остается одним и тем же, будем 
ли мы принимать в расчет эти силы, или же мы 
будем рассматривать условные уравнения. 

И, обратно, эти силы могут занять место услов- 
ных уравнений, вытекающих из природы заданной 


*) См. по этому поводу примечание н пункту 9 отд. П 
(стр. 60). (Прим. Бертрана.) 

**) Это важное положение обладает такой же общностью, 
как и принцип виртуальных скоростей, а для применения оно 
зачастую бывает даже более удобным. Лагранж вывел его пу- 
тем анализа своей формулы равновесия, однако позднее Пуапсо 
дал прямое доказательство этого положения, основанное на эле- 
ментарных принципах статики. (См. Зопгра! 4е !’Ёсо]е Ро1у- 
цесьшаче, ХШ саШет, т. УТ.) (Прим. Бертрана.) 
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системы; таким образом, применяя эти силы, можно 
рассматривать тела как совершенно свободные и не 
подчиненные каким бы то ни было связям. Отсюда 
ясен метафизический смысл того, почему введение 
в общее уравнение равновесия членов ^АЁ -- ваМ-... 
приводит к возможности в последующем трактовать 
это уравнение так, как будто бы все тела системы 
были совершенно свободны; в этом и заключается 
идея метода, излагаемого в настоящем отделе. 

Собственно говоря, рассматриваемые силы заме- 
няют сопротивления, которые могут испытывать тела 
вследствие взаимной их связи или же вследствие 
наличия препятствий, которые в силу природы си- 
стемы могут противодействовать их ‘движению; больше 
того, эти силы представляют собою не что иное, как 
самые силы этих сопротивлений, которые должны 
быть равны и направлены прямо противоположно 
силам давления, развиваемым телами. Как видим, 
наш метод дает средство.для определения этих сил 
и сопротивлений; в этом заключается одно из немало- 
важных преимуществ данного метода. 

8. В тех случаях, когда силы Р, О, В, ... не на- 
ходятся в равновесии и их хотят заменить экви- 
валентными силами, направления. которых даны, 
следует к сумме моментов сил Р, О, Я,... прибавить 
моменты, вытекающие из условных уравнений Г, =0, 
М =0,..., и тогда получится сумма моментов сил, 
эквивалентных силам Р, О, В,... и действию, ока- 
зываемому телами друг на друга в силу условных 
уравнений. 

Если указанным образом использовать все услов- 
ные уравнения, получающиеся из природы рассматри- 
ваемой системы, то можно координаты каждого тела 
системы рассматривать как величины пезависимые; 
для каждой из этих координат, например для коор- 
динаты т, получается величина следующего вида: 


Я О НЕ У +... 
дх 
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которая выражает результирующую силу по направ- 
лению линии 1; в случае равновесия эта величина, 
как мы видели в пункте 3*), должна равняться нулю. 


$ ПН. Применение того же метода к формуле 
равновесия сплошных тел, вее точки которых 
находятея под действием каких-либо сил. 


9. До сих пор мы рассматривали тела как точки 
и видели, как определяются законы равновесия этих 
точек, в каком бы числе последние ни были взяты 
и какие бы силы на них ни действовали. Но так как 
тело любого объема и любой формы представляет 
собою не что иное, как совокупность бесчисленного мно- 
жества частей или материальных точек, то ясно, что 
путем применения изложенных выше принципов можно 
определить и законы равновесия тел любой формы. 

В самом деле, обычный прием разрешения меха- 
нических задач, касающихся тел с конечной массой, 
заключается в том, что сначала рассматривают лишь 
некоторое определенноз количество точек, располо- 
женных друг от друга на конечных расстояниях, 
и определяют законы их равновесия или их движе- 
ния; затем это исследование распространяют на не- 
определенное количество точек; наконец, делают 
допущение, что число точек становится бесконечно 
большим и что одновременно расстояния между точ- 
ками становятся бесконечно малыми, и в формулах, 
найденных для конечного числа точек, производят 
преобразования и изменения, которых требует пере- 
ход от конечного к бесконечному. 

Этот прием, как видим, аналогичен тем геомет- 
рическим и аналитическим методам, которые пред- 


*) Эта сумма, исчисленная по отношению к тем точкам, ' 
в которых должна быть приложена одна из результирующих, 
должна дать составляющие этой результирующей. Для другах 
точек ее следует приравнять нулю. Надо отметить, что эта 
задача может оказаться невозможной или неопределенной. 
(Прим. Бертрана.) 
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шествовали исчислению бесконечно малых; и если 
это последнее исчисление имеет преимущество, заклю- 
чающееся в том, что оно в поразительной степени 
облегчает и упрощает разрешение задач, касающих- 
‹я кривых, то оно обязано своим преимуществом 
только тому обстоятельству, что оно рассматривает 
линии втом виде, как они существуют, не испыты- 
вая потребности в том, чтобы сначала рассматривать их 
как ломаные, а затем уже как кривые линии. Пример- 
но такое же преимущество создастся у нас, когда мы 
будем трактовать интересующие нас проблемы меха- 
ники, пользуясь прямыми путями, и будем рассмат- 
ривать тела конечной массы прямо как соединения 
бесконечно большого числа точек или частиц, из 
которых каждая находится под действием заданных 
сил. Нет ничего легче, чем видоизменить и упро- 
стить для подобного исследования тот общий метод, 
который был нами изложен выше. 

10. Необходимо, однако, отметить, что приме- 
нение этого метода к телам конечной массы, все 
точки которых находятся под действием каких-либо 
сил, естественным образом приводит к двум видам диф- 
ференциалов, которые следует различать. Одни диффе- 
ренциалы относятся к различным точкам, из которых 
образуется тело; другие совершенно: не зависят от 
взаимного положения этих точек; они выражают 
только те бесконечно малые отрезки пространства, 
которые каждая точка может пройти, если допустить, 
что положение тела бесконечно мало изменяется. 
До сих пор мы рассматривали только дифференциалы 
последнего вида и обозначали их обычным сим- 
волом 4, но так как теперь нам придется иметь дело 
одновременно с двумя видами дифференциалов и, сле- 
довательно, необходимо будет ввести еще один новый 
символ, то представляется целесообразным старый 
символ применять для обозначения дифференциалов 
первого вида, которые аналогичны дифференциалам, 
рассматриваемым обычно в геометрии, а дифференци- 
алы второго вида, которые присущи исследуемому 


8. Лаграня;, т. 1 
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нами предмету, обозначать символом 8, применяе- 
мым в вариационном исчислении, с которым нынешнее 
наше исчисление находится в тесной и пообходи- 
мой связи. 

В силу изложенного соображения мы назовем 
вариациями те дифференциалы, которые будут обозна- 
чены символом 5, и сохраним название дифференциалов 
для тех величин, которые будут обозначаться с по- 
мощью символа 4. Впрочем, те же самые формулы, 
какие дают обыкновенные дифференциалы, дадут ип 
вариации, осли только вместо символа АД поставить 
символ 9. 

11. Отмечу еще, что данную массу мы не будем 
рассматривать как собрание бесконечно большого 
числа точек, расположенных рядом; следуя духу 
исчисления бесконечно малых, представляется более 
целесообразным рассматривать ее как составленную 
из бесконечно малых элементов, обладающих теми же 
измерениями, что и вся масса; таким образом, для 
того чтобы получить силы, действующие на каждый 
из этих элементов, следует помножить на эти эле- 
менты силы Р,О,А,..., которые согласно предпо- 
ложению приложены к каждой точке этих элементов 
и которые мы будем рассматривать как силы уско- 
ряющие, аналогичные силам, получающимся вслед- 
ствие действия тяжести. 

Итак, если мы назовем всю массу тела т, а массу 
одного из его элементов 4т, то мы получим выра- 
жения РАат, Оат Ват, ... для сил, действующих 
на элемент 4т по направлению линий р, (д, г,... 
Умножив эти силы на соответствующие вариации 
ор, 94, 9г...., мы получим их моменты, сумма кото- 
рых для каждого элемента 4т выразится с помощью 
формулы 

(Рор-+- О -+- Абг-...)4т; 
для того чтобы получить сумму моментов всех сил 


системы, придется только проинтегрировать эту фор- 
мулу по всей заданной массе. 
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Эти полные интегралы, т. е. интегралы, относящи- 
еся к объему всей массы, мы будем обозначать с по- 


МОЩЬЮ СИМВОЛЗ , сохраняя обычный символ ДлЯ 


обозначения частных или неопределенных интегралов. 
12. Итак, для суммы моментов всех сил системы 
мы имеем интегральную формулу 


№ (Р5р-- 084+ В" +...) ат; 


и эта величина должна быть вообще равна нулю при 
состоянии равновесия системы. 

Так как в зависимости от природы системы между 
различными вариациями фр, 54, 57,..., относящи- 
мися К отдельным точкам массы, обязательно суще- 
ствуют определенные заданные отношения, то вариа- 
ции следует свести к известному числу независимых 
и неопределенных вариаций; а если затем члены, 
содержащие в качестве множителей эти последние 
вариации, приравнять нулю, то мы получим частные 
уравнения равновесия. Но так как этот процесс 
исключения может оказаться затруднительным, то 
представляется целесообразным его избежать, поль- 
зуясь методом множителей, изложенным нами в 
предыдущем параграфе. 

13. Для применения этого метода к рассматривае- 
мому нами случаю допустим, что 


г=0, М=0, 


представляют собою условные уравнения, которые в 
соответствии с природою задачи должны иметь место 
по отношению к каждой точке массы. Эти уравне- 
ния мы назовем неопределенными условными уравне- 
ниями. 

Величины Д, /1,... будут здесь представлять 
собою функции конечных координат х, у, 2, соответ- 
ствующих каждой точке заданной массы, а также их 
дифференциалов любого порядка. 


8* 
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Если эти уравнения продифференцировать согласно 
определению символа 5, мы получим следующие урав- 


нения: 

Д=0, 5М =0.... 
Умножив величины 6[,5М,... на неопределенные 
величины ^, 1,..., возьмем полный интеграл, кото- 


рый, следовательно, будет представлен формулой 
МОЕ -Ьзм-...): 


прибавив этот интеграл к интегралу, выведенному 
в предыдущем пункте, мы получим общее уравнение 
равновесия. 

Отметим, что нет необходимости в том, чтобы 
01, 0М,... были полными вариациями функций 
х, у, 2, ах, Ч4у,...; достаточно, чтобы 51,=0, 5М=0.... 
были неопределенными условными уравнениями меж- 
ду вариациями х, у, 2, ах, 4у,... (пункт 2). 

Следует, однако, иметь в виду, что помимо сил, 
действующих вообще на все точки массы, могут суще- 
ствовать и такие силы, которые действуют лишь на 
некоторые определенные точки этой массы; обычно 
такими точками являются точки, находящиеся на 
границах рассматриваемой масзы, т. е. точки, соответ- 
ствующие началу и концу интеграла, обозначенного 
нами символом №. 

Точно так же для этих точек могут существовать 
особые условные уравнения, которые мы назовем 
определенными условными уравнениями. Для того 
чтобы отличить их от тех уравнений, которые имеют 
силу вообще для всего объема массы, мы их выразим 
с помощью 


А=0, В=0, С=0,... 
или, еще лучше, через 
бА=0, 66 =0, 66 =0,...*). 


*) Анализ Лагранжа представляется явно неполным; пови- 
димому, знаменитый автор имел в виду только такие тела, 
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Далее, мы будем отмечать с помощью одного, двух, 
трех и т. д. штрихов все величины, относящиеся к 
определенным точкам массы и, в частности, с по- 
мощью одного штриха мы будем отмечать те вели- 
чины, которые относятся к началу интеграла, обозна- 


ченного через №, с помощью двух штрихов — величины, 
относящиеся к концу этого интеграла, с помощью 
трех или большего числа штрихов — величины, отно- 
сящиеся к любым промежуточным точкам. 

Таким образом к интегралу 


У (Р5р-- О 54+ Вё"-+ ...) ат 
следует прибавить величину 
р’ бр’ -- 0'84’  В’д" + 
... -- Р"б р” -|- ()"64" -- В" —- .... 
а к интегралу 
№ (5-8 М -+...) 
величину 


В результате этого общее урависпие равновесия 
получит следующий вид: 
(РР О 39-1 В 8" -+.. дат -МОЗЁЕ-ь М...) 
- Р!’ др’ -- О' 64' - А' 5 +... Р"8р" + 0" 54" - 
-- В" +... абА + ВВС... =0. 
14. Так как функции С, М,... мотут содержать 


не только конечные переменные х, у, 3, но еще и их 
дифференциалы, то вариации 5/[,, $/М,... дадут члены, 


элементы которых могут быть расположены в линейном поряд- 
ке. Так, например, в случае системы трех измерений могут 
быть даны условия, относящиеся к каждому элементу поверх- 
ности, ограничивающей систему, или же любой иной поворх- 
ности, расположенной впутри системы; могут также существо- 
вать другие условия, относящиеся ко всем точкам некоторых 
линий, а не только к определенным изолированным точкам, 
взятым на поверхности или впутри тела. (Прим. Дарбу.) 
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умноженные на 8х, ду, 42, бах, 6Цу,..., а указан- 
ное только что уравнение, если в нем подставить 
значения $р, 54, 9’,..., 6Д, 6М,..., выраженные 
через 5х, бу, 53, бах, дау, 642,..., а также значе- 
ния 6р', 5р”,..., 64', 04",..., 04, 9Б,..., выра- 
женные через 8х', 95”,..., 0у', ду",..., Вах, ..., 


выведенные из особых условий каждой задачи, — 
всегда будут иметь вид, аналогичный тем уравнениям, 
которые вариационное исчисление дает для определе- 
ния максимумов и минимумов неопределенных инте- 
гралов. Следовательно, по отношению к ним останется 
только применить известные правила этого исчи- 
сления. 

Итак, следует иметь в виду, что символы 4 ид 
обозначают два различных, совершенно независимых 
друг от друга, вида дифференциалов, поэтому в том 
случае, когда эти символы встречаются вместе, 
должно быть совершенно безразлично, в каком 
порядке они стоят: ведь если мы допустим, что 
какая-либо величина изменяется двумя различными 
способами, то мы всегда получим один и тот же 
результат, в каком бы порядке эти изменения ни про- 
исходили. Таким образом 54х представляет собою то 
же самое, что 46%, и аналогично 94?% —то же, что 
4?5х, и так далее. Следовательно, мы можем всег- 
да по желанию изменить порядок этих символов, 
не изменяя значения. дифференциалов; для нашей 
задачи представляется уместным ставить символ а 
перед 6 с тем, чтобы данное уравнение содержало 
только вариации координат и дифференциалы этих 
вариаций. 

То же самое следует сказать и 0б отношении 
знаков интегрирования или № к символу варьиро- 


вания 9. < мволы 9 \ или 5% можно, следовательно, 
всегда зам нить символами \ 5 или 5. 


В этом заключается первый основной принцип. 
вариационного исчисления. 
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15. Дифференциалы 4 6х, 48, 4 82, 4% х,..., нахо- 
дящиеся под знаком №, могут быть исключены 


с помощью операции, известной под названием инте- 
грирования по частям, так как вообще 


\20982 = 05% — | 3% 40. 
\ О 425х = Од5х — аО ёж + 55 420, 


и так далес; при этом следует иметь в виду, что 
величины, стоящие вне знака | относятся, конечно, 


к верхним пределам интеграла; для того чтобы эти 
интегралы сделать полными, следует обязательно 
вычесть те значения этих же величин, стоящих вне 
знака интегрирования, которые соответствуют нижним 
пределам интегрирования, что очевидно следует из 
теории интегрирования. 

Итак, если мы будем отмечать одним штрихом 
величины, относящиеся к началу полных интегралов, 


обозначенных через и двумя штрихами— величины, 
относящиеся к концу этих интегралов, мы получим 
следующие формулы преобразования: 


У Од 55 = О" 55" — О' 5х’ — №40, . 
$04255=0"4 5х"—а0" 5х" — О'а 5х'-- 40! 5х’ 885420, 


® ® ® о ® ® ® ® ® ° й 


которые послужат для того, чтобы освободиться от 
всех дифференциалов вариаций, которые могут нахо- 


диться под знаком №. Это преобразование составляет 
второй основной принцип вариационного исчисления. 

16. Итак, указанным путем общее уравнение 
равновесия будет приведено к следующему виду: 


У (Е 5х У Зу-- 4 54) Л°= 0, 


где я, >, Ф являются функциями от х, у, & и их 
дифференциалов, а Л содержит члены, в состав 
которых входят вариации 685’, 8у', 52'; 5х”, 8у',... 
и их дифференциалы. 


120 СТАТИКА 


Для того чтобы это уравнение оставалось в силе 
независимо от вариаций различных координат, необ- 
ходимо: 1) чтобы величины #, Х, 4 были равны 
нулю по всему объему, на который распространяется 
интеграл №, т. е. в любой точке рассматриваемой 
массы, и 2) чтобы каждый член велачины Л тоже 
был равен нулю. 

Неопределенные уравнения 


в =0, Хх =0, 9 =0, 


вообще говоря, дадут условия, которые должны 
существовать между переменными х, у, 2, но для 
этой цели следует исключить неопределенные пере- 


менные А, ц,..., которых будет столько же, сколько 
будет неопределенных условных уравнений (п. 15) 
Г=0, М =0,... 


Отмечу, однако, что число этих уравнений не 
должно быть больше трех; так как они являются 
неопределенными уравнениями между тремя перемен- 
ными 4, у, д и их дифференциалами, то ясно, что если 
бы их было больше трех, то у нас было бы больше 
уравнений, чем переменных величин; в таком слу- 
чае четвертое уравнение было бы необходимым след- 
ствием первых трех уравнений. Совершенно то же 
можно сказать и о других избыточных уравнениях. 
Итак, нам никогда не придется исключать большс 
чем три неопределенных величины », ц, у, так что 
мы всегда будем иметь возможность найти значения 
этих неопределенных величин в функциях #1, у, 2. 
Однако уравнения, которые будут исчезать благодаря 
этим исключениям, будут замещаться самими услов- 
ными уравнениями, и таким образом мы всегда 
получим возможность определить те значения х, и, 5, 
какие должны иметь место, когда вся система нахо- 
дится в равновесии. 

Правда, условные уравнения ДГ =0, М =0,.. 

` могут содержать еще и другие переменные и, 9, .. 


МЕТОД ПРИМЕНЕНИЯ ФОРМУЛЫ РАВНОВЕСИЯ 121 


и их дифференциалы, которые должны быть исклю- 
чены с помощью других уравнении, например, 


И =о0, У=0,...; 


с этими новыми условными уравнениями можно 
будет поступить совершенно так же, как с уравне- 
ниями, вытекающими из природы задачи. А именно, 
нам следуст лишь, взяв неопределенные коэффициен- 
ты о. ,..., к чденам 


АДМ ..., 


находящимся под знаком интегрирования в общем 
уравнении пункта 13, прибавить члены 


о бИ-+об-..., 


и после того, как мы уничтожим все дифференциалы 
вариаций 6х, ду, 02, ди, 685, ., окончательное 
уравнение пункта 13 будет содержать под знаком 
интеграла члены, в состав которых будут входить 
вариации би, 69,... и которые, следовательно, 
должны будут порознь равняться нулю. Таким 
образом мы получим столько новых уравнений, 
сколько у нас будет неопределенных ‘величино, %,..., 
подлежащих исключению с их помощью. Посло этого 
мы исключим новые переменные и, $х,...с помощью 
заданных уравнений (Г = 0, У =0,... Этот метод 
будет всегда полезен, когда в функциях ДЛ, М,... 
будут находиться интегральные величины; в самом 
деле, если вместо последних ввести новые неопреде- 
ленные величины, то этим путем можно добиться исчез- 
новения всех знаков интегрирования и тем сильно 
облегчить расчет. 

17. Что касается других уравнений, получающихся 
из различных членов величины Л, находящейся вне 
знака интеграла, то они будут представлять собою част- 
ные уравнения, которые должны иметь силу по отно- 
шению к определенным точкам массы и которые 
будут служить главным образом для определения 
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произвольных постоянных, могущих содержаться 
в выражениях ф, У, 3, выведенных из предыдущих 
уравнений. Для того чтобы использовать эти урав- 
нения, в них следует поставить найденные уже 


значения ^, ц,..., затем исключить неопределенные 
величины а, В,... и присоединить к ним условные 
уравнения .1=0, В =0,..., которые послужат для 


замещения уравнений, исчезнувших в процессе опи- 
санного выше исключения. | 

18. Члены Рёр, 084,..., происходящие от уско- 
ряющих сил Р, О0,..., не требуют никакого 
приведения, поскольку эти силы деиствуют по ли- 
ниям р, 49,..., ибо величины р, 4,... являются 
только функциями конечных переменных х, У, 5. 
Иначе обстоит дело в том случае, когда пользуются 
силами, действие которых сводится к тому, что они 
заставляют изменяться заданную функцию (отд. ПИ, 
п. 9); в этом случае, если данная функция содержит 
дифференциалы, следует для этих членов выполнить 
те же приведения, что и для членов ^6Ё...; 
при этом всегда получается окончательное урав- 
нение того же вида. Этот случай имеет место при 
рассмотрении упругих тел как твердых, так и 
жидких. 


& Ш. Аналогия между расематриваемыми проблемами 
и проблемами макеимума и минимума. 


19. Вариационное исчисление не только находит 
одинаковое применение в проблемах равновесия 
сплошных тел и в проблемах о максимумах и мини- 
мумах интегральных выражений, но оно дает воз- 
можность установить между этими двумя видами 
проблем замечательную аналогию, которую мы ниже 
и изложим. 

Мы начнем с того, что дадим общую формулу 
для вариации любой дифференциальной функции 
многих переменных. 
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Известно, что, в функциях нескольких перемеп- 
‘ных и их дифференциалов порядка выше первого 
всегда можно один из первых дифференциалов при- 
нять за постоянную величину, что упрощает функ- 
цию, нисколько не уменьшая ее общности; но тогда 
при дифференцировании в смысле символа 65 следует 
рассматривать в качестве постоянной и ту перемен- 
пую, дифференциал которой был принят в качестве 
постоянной; если же желают сообщить вариации 
всем переменным, следует восстановить изменчивость 
дифференциала, который был принят за постоянную. 
ду 4? 
ах. й ах? ооо у 
где 4х считается постоянной величиной. Если по- 
ложить, как в теории функции, 


20. Пусть О — функция от х, у, 


то величина О станет функцией от х, у, х’,у,..., 
и вариация 50, если применить обозначение частных 
дифференциалов, будет иметь следующий вид: 


5 ва +5 ЗУ +5 Зи +90. и"... 


Теперь, если варьировать все величины, полу- 
чится 


——_ = —— 
ей 


4 бу ‚452 а(бу-+ у’ 5х) 


— 8 У аа = ад ТУ 91, 
Х.,/ Ч (5/’— у '6х) Ш 2? бу—у’ бл у” КИ 
$.” 43 (бу — ал 5х м 
оу — ат3 - уу 02 


124 СТАТИКА 


Если эти величины подставить и для сокращения 
письма положить 


бу — и дл = ди 
и, следовательно, 
5/ = ви + удх, 
то мы получим 
/90 , 90 п 90 т 1. 
50 = эх +5 у Ти Ра -... 9х - 


205 ОГ 4 5“ О 4? ди 
+ ды 5 и ду’ 4х - ду" 8 Г. 


Но если мы продифференцируем величину 0 в смысле 
символа @ и подставим у’4х вместо 4у и у’Ах вме- 
сто ду’, мы будем иметь 


аб = (Ну у ру" ту" +... ) 4+, 
откуда следует 
90 и, 
2 би 9 т дру о. 
И далее 


57 — Е Га ди О 4?би 


а( 
ба Зи +5, ах -- ду” а ал? --. 


Если величина 0 содержит еще другую перемен- 


= 
2 - 


ную 2 и ее производные ы ть). .., ТО, ПОЛО- 
мы м9 
жив 22 = 5), 98 р 
в =2, 1 =4,... и поступая совершенно 


так же, как и выше, мы получим следующие члены: 


90450 ‚ 0И а?8% 
5 80 Та: Тэтаа+..., 


где 
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эти члены мы прибавим к приведенному выше зна 
чению 5, и так далее. 
21. Если интегральная функция \ (И 4х должна 


стать максимумом или минимумом, то согласно прави- 
лам вариационного псочисления следует положить 


(И аз = | 3(0 42) = (80 424 0542) =0. 


Если сюда подставить значение 5, заменить бах 
через 4х и путем интегрирования по частям избг- 
виться от дифференциалов 5х, ди, $0, то под знаком 
интеграла останутся только члены вида 


(ях Ти -- Ч 89) ах, 


в которых 


Эти члены должны равняться нулю, каковы бы 
ни были вариации 61, $у, 52; но если вместо ди 
и 69 снова подставить их значения бу— у’ 5%, 52—2' 5х, 


то в силу равенства я = 0 рассматриваемые члены 
примут следующий вид: 


[Ту Ч 58 — (Ту + №2) 52] 4х, 
откуда получается только два уравнения 
Г =0, Уч =0: 


третье же уравнение, зависящее от вариации 05, 
содержится в этих двух уравнениях. 

Отсюда мы видим, что можно избавиться от необ- 
ходимости сообщать вариацию и переменной х, 
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дифференциал которой в функции И предпола- 
гался постоянным, так как уравнения, необхо- 
димые для разрешения заданной задачи, вытекают 
уже из вариаций других переменных. Это обстоятель- 
ство было уже отмечено при возникновении варна- 
ционного исчисления и оно является необходимым 
следствием этого исчисления. 

Но может оказаться полезным рассмотреть одно- 
временно все вариации по отношению к пределам 
интеграла, так как из каждой вариации могут вытечь 
особые условия для точек, соответствующих этим 
пределам, — как это было показано нами в последней 
лекции по исчислению функций. 

22. Интегральная функция, Максимум или ми- 
нимум которой определяется, может содержать 
и другие интегралы; какова бы, однако, она ни 
была, ее всегда можно преобразовать таким образом, 
чтобы она содержала только конечные переменные 
и их дифференциалы и зависела только от одного или 
нескольких условных уравнений между теми же 
переменными, которым всегда можно удовлетворить 
с помощью метода множителей. 

Предположим, например, что ( является функ- 
цией от фт, у, си их дифференциалов и что в то же 
время переменная 5 зависит от условного уравне- 
ния Ё=0. Продифференцировав это уравнение в смысле 
символа 5, мы получим 5=0. Теперь нам остается 
только помножить это уравнение на неопределенный 
коэффициент Х, или для однородности — поскольку [ 
является конечной функцией —на ^4х, прибавить 


интегральное уравнение \ ЛоГ, 4т==0 к уравнению мак- 


симума или минимума 9 \ 4х = 0 и затем рассема- 


тривать вариации 65, ду, 52 как независимые. Но 
если Г, рассматривать как функцию ху, у, И’,..., 


и 


2,2, 2’...,. ТО 


ОГ, ОГ, ЭГ с 9%, 9 сх’ 


^ 
^— 
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Если подстановки, подобные приведенным выше, мы 


Ид 


сделаем для ру, 52, 5/’,..., то мы получим 


о. 45 о, аб 
В 8 + Зи + 9 0 + а, и 


члены, стоящие под знаком интеграла и пройс- 
текающие из уравнения 


\ $042 + каз) = 
примут следующий вид: 
(Нох -- Гди -- 9 56°) ах, 


где 
= лаг, 
[+= (м Аж) + 
+ У —... | 4%, 
т [+ а (5 +25 
Нан)... 4% 


Но из условного уравнения Г, = 0 следует 42. =0, 
что дает нам ==0. Точно так же, если мы прирав- 
няем нулю коэффициенты трех вариации 8х, 59, 482, 
мы получим только два уравнения 


=0, № =0, 

из которых одно послужит для исключения неопрс- 
деленной величины Л; таким образом для разрешения 
данной задачи остается только одно уравнение отно- 
сительно х, у, 2, которое следует скомбинпровате 
с заданным уравнением Г, =0. 

23. Так как для случая, когда дифференциал 4х 
считается постоянным 


и" — у „_ 49 | , 45 „__ 423 
У =ад., — 48): =, 2 =, ..°, 
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мы видим, что достаточно в функциях Ц0, Г... 
варьировать переменные у, 5,...иих дифференциалы; 
тогда, применяя вместе с символом 6 обозначение 
частных дифференциалов, мы будем иметь 


50 = 59 ВУ ау 989 + 4? ду -... . 
(7 80 х 50 о х 
+ 5 52 + уд: 982 + уд 482+... 


Но если мы желаем одновременно принять Во вни- 
мание вариацию 1, нам следует только прибавить К 


40 
выражению 50 член -_6х и вместо бу поставить 


) а 
и —- 5%, вместо 52 поставить $2 — 48. 9х, 
` ах ах 


Указанным путем после соответствующих преоб- 
разований мы получим 


5 (ах = | (Зум +...) 42+ 
У! бу Х"абу +... Ч" 6 + Ч" а5+... 
где положено 


__ 80 2080 
1 бу Ча га ба?у 
„ ЫЙ 50 

Вы —_—____ 
= бу Г‘ '°} 
, 50 

п_ 99 
1 54?у 


95 545 ' 425 у 
50 50 
+ 42 6 425 + у 
кии 0 
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Для лого чтобы учесть и вариацию х, следует при- 


бавить во всех членах — ы 9% ки — = ох к 952. 


24. Таков общий метод разрешения проблем 
о максимумах и минимумат неопределенных интегра- 
лов, для которых вариационное исчисление и было 
сначала предназначено. Мы видим, что если даже 
подвергнуть вариации все переменные, то мы все- 
таки получаем число уравнений на единицу меньшее, 
чем имеется переменных, но это соответствует при- 
роде вещей, так как в данном случае задача заклю- 
чается не в том, чтобы определить индивидуальное 
значение каждой из переменных величин, как в обыч- 
ных задачах на максимумы и минимумы, а в том, 
чтобы найти неопределенные отношения между этими 
переменными, благодаря которым образуется их взаим- 
ная функциональная зависимость и они могут быть 
выражены с помощью кривых прослой или двоякой 
кривизны. 

25. Применим теперь тот ке метод к задачам ме- 


ханики, допустив для большей простоты, что выра- 
жение 


Рар- 049+ Ваг-... 


интегрируемо и ч1о, как и в пункте 21 отд. 1, его 
интеграл равен П. Тогда мы имеем также 


Рор-- 0 84а-+ В "+... =51, 


и общее уравнение равновесия (п. 13) принимает сле- 
дующий вид: 


№ (Пат АЕ -и М +...) =0 


) 


если в данном случае отвлечься от условных 
уравнений, относящихся к определенным  точ- 
кам. 

Так как масса 4т каждой частицы системы не 
должна изменяться в то время, когда изменяется поло- 


9 &. Лагранж, т, 1 
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жение системы, следует*) допустить, что $ ат = 0, 
и, следовательно, что 5 = бат [15]. 

Когда система линейна, мы имеем вообще 
т = (ат, где 0 — функция, аналогичная указан- 
ной в пункте 20; таким образом мы будем иметь 


5, = 50 ах + Иуах 


и формула Ж^5Г, даст под знаком интеграла следую- 
щие члены 


(Я 6х -- Тоби -- 3 89) ах, 
в которых (п. 22) 


0.40 @а 
=» аз (0) 


97 
Аа: р (Аду ) ая") — 


[и] 90 
= — = (^5 р 1 еп 


26. Итак, если никаких других условий не су- 
ществует, то уравнение, получающееся от членов, 


находящихся под знаком №, имеет следующий вид: 
Пат -+ (# 5х + Ти + 959) 41 =0 


это уравнение должно выполняться отдельно для 
каждой из вариаций 8х, ду, 652. 
Но так как ЦП является функцией от х, у, $, мы 


—- 


*) Другими словами, первое условие относительно любой 
точки системы заключается в том, что масса каждой частицы 
остается при всех возможных перемещениях неизменной. 


(Прил. Дарбу.) 
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а так как 


Зи — Зу— 8х, З0= а 8, 


то предыдущее уравнение принимает следующий вид: 


ОП — 
ЭП й ОП 
+ (5 т +1 ат) + (5; 4т -- +42) 52 = 0. 


Отсюда получаются три уравнения: 


ЭП — 
—_ ат + #42 — Тау— 4 42 =0, 


ЭП 


Таким образом здесь мы имеем столько же урав- 
нений, сколько существует неизвестных; в этом за- 
ключается различие между рассматриваемого рода 
задачами из области механики и задачами на макси- 
мумы и минимумы. 

. 21. Далее я прежде всего считаю необходимым 
отметить, что при исключении неопределенной вели- 
чины ^ приведенные три уравнения сводятся к двум, 
и хотя вообще условные уравнения всегда замещают 
собою уравнения, выпадающие вследствие исключе- 
ния неопределенных величин, однако введенное 
здесь условие 5 4т = 0, т. е. условие постоянства ат, 
не может нам дать особого уравнения для решения 
задачи, так как согласно духу дифференциального ис- 
числения мы всегда можем какой-либо элемент считать 
постоянным; ведь, собственно говоря, в данном слу- 
чае объектом исчисления являются взаимные отно- 
шения между дифференциалами, а не сами по себе 
отдельные дифференциалы. Таким образом эти три 
уравнения сведутся к двум, и, как в задачах на 


9* 
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максимумы и минимумы, они послужат только для 
определения природы кривой. 

28. Отмечу, далее, что рассматриваемые здесь про- 
блемы статики можно также свести к простым пробле- 
мам о максимумах и минимумат. 

В самом деле, если сложить все три найденных 
выше уравнения, помножив предварительно первое 
из них на Ах, второе на ау, и третье на 43, то в 
силу 


ОП ОП ОП 
> 4% + оу ЧУ -5; 42 = аП, 
мы получим уравнение 


Пат -- # 44? = 0. 
Но мы имеем 


я 4х =^40 — ал = —. Па^, 


и так как т = Ох, то, разделив на дт, мы полу- 
чим 4П — 4 =0, откуда следует 


л = П-а, 


где а — произвольная постоянная. 
Так как 6Ё=64т, то член ^5Г в уравнении 
пункта 25 примет следующий вид: 


ПИбат + аббат, 


а так как 6 Пат + Пбат = 5(Пат), то это уравнение 
напишется следующим образом: 


(Пат) -- а\ бат = 0, 


3% Пат -- а5№ ат = 0; 


это уравнение необходимо должно иметь место для 
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того, чтобы интегральное выражение № Пат стало 
максимумом или минимумом срели всех тех значений, 


при которых выражение № 4т будет иметь одно и то же 
значение. 

Указанным путем можно, как и в вопросах о ма- 
ксимумах и минимумалх, одну из переменных рассмат- 
ривать как величину постоянную по отношению к ва- 
риациям 65, благодаря чему анализ упрощается. Однако 
общий метод обладает тем преимуществом, что он 
дает значение коэффициента /^, выражающего *) согласно 
теории, изложенной в предыдущем отделе, силу, с ка- 
кой элемент 4т противостоит действию сил Р, 0,В,..., 
приложенных к системе. 

29. Мы допустили для простоты, что имеется 
только одно условное выражение; но если бы сверх 
того существовало уравнение М = 0, где М — функ- 
ция %, у, 2, и, У’ ..., 2’, 2",..., следовало бы под 
знаком интеграла в уравнении равновесия к члену 
^5Г, прибавить еще выражение и5М или, точнее, для 
однородности и 5М 4х; вследствие этого к значениям 


=, Г, 3’ пункта 25 прибавились бы соответствующие 
величины 


ам 
дх ' 


и — = ( и) 
бу ЧЁ не ду". `”) 


ом _а/’ дм 
Г ЧИ д к `°. 


'Гаким образом мы получим три уравнения того 
же вида, что и в пункте 26, которые в результате 
исключения Л И ц сведутся к одному; но если 
к последнему присоединить условное уравнение 


— 


*) См. по этому поводу пункт 6 отд. ГУ и примечание к 
пункту 9 отд. П (стр. 60). (Прим. Бертрана.) 
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М =0, то получается, как и раньше, два уравнения 
для трех переменных Ф, у, 5. 

Эти три уравнения дают, как и в пункте 28, 
уравнение 


Тат -- # 41? = 0. 
Здесь мы имеем 
нах = — Пал + вам; 


но уравнение М =0 дает 4М =0; таким образом, 
как и в упомянутой выше статье, мы имеем просто 


нах = — 04); 


отсюда мы получаем тот же результат 


5% Пат - абат = 0. 


30. Таким образом проблема равновесия системы 
частиц 4т, находящихся под действием сил Р, О, А,..., 
направленных по линиям р, 4,г, ... и обладающих 
тем свойством, что 


Рар+ Оар-+ Ва +... =аП 


сводится просто вк задаче обращения интегрального 


выражения № Пат в максимум или минимум, при- 
чем сверх того должны быть приняты во внимание 
особые условия системы; как видим, благодаря этому 
все проблемы равновесия попадают в группу проблем 
о максимумах и минимумах, известную под названием 
изопериметрических проблем. 

В случае цепи, если допустить, что ординаты у 
направлены вертикально, мы имеем П= зу, где 
2 — постоянная силы тяжести. Таким образом в дан- 


ном случае выражение \Му4т должно быть макси- 
мумом или минимумом среди всех тех, для которых 
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< Зудт 
значение фт остается неизменным, но 9 Г пред- 
т 


ставляет собою расстояние центра тяжести от гори- 
зонтальной плоскости; следовательно, поскольку вся 
масса по предположению дана, это расстояние дол- 
жно быть наибольшим или наименьшим, что, впро- 
чем, известно и без того. 

31. До сих пор мы рассматривали только функ- 
ции переменных, которые мы считали  неза- 
висимыми друг от друга; но если рассматривать 2 
как функцию хх иуи если существует функция 0, 
зависящая от д, у, д и от частных дифференциалов 
2 по ди у, то может возникнуть, вопрос об опреде- 
лении вариации 57 — с тем, ‘чтобы принять в расчет 
и одновременные вариации х, у, 

Пусть для простоты 


‚905 98 95 | 023 1 
9% = ®, у ^^” 598 ®, дхду ^^’ 
023 035 р 085 р 035 


/ 
2, ) = 4), у... 


ру — и» 08—?› отбу-, деду 


Величина 0 будет тогда функцией х, у, 5, $, 2, 


И 


2”, 2,,3,„..., И мы будем иметь 
80 =5^ 82-5 У 2+5 252’ + 
и 90 , 
+ 5 ба, 82 + 5-7 52, -...; 


вся трудность сведется тогда к тому, чтобы найти 
значения вариаций $2’, $2,, $2’, если в частных диффе- 


ренциалах подвергнуть одновременному варьиро- 
ванию элементы 45 и ау. 

Для упрощения расчета мы можем допустить, что 
вариация 5х является функцией х, независимой от У, 
а вариация бу является функцией у, независимой 
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от х. В дальнейшем мы увидим, что это допущение 
обладает всей той общностью, какой только можно 
пожелать *). 


*) Здесь имеется одно положение, которое требует неко- 
торых пояснений. При переходе с одной поверхности на дру- 
гую, бесконечно близко к ней расположенную, можно навер- 
няка добиться такого соответствия, чтобы в каждой точке 
первой поверхности 6х и ду имели такие значения, какие нам 
желательно. Таким образом, если речь идет об исследовании 
проблемы максимума или минимума, здесь не возникает ника- 
ких неудобств — даже для условий на границах, — в чем легко 
убедиться, если принять, что 6х зависит только отх и бу 
только от у. Однако дальше (отл. У, п. 44) Лагранж приме- 
няет формулы пунктов 32—34, выведенные на основе указан- 
ного допущения, к случаю, когда 6х и бу выражают любое 
виртуальное перемещение и, следовательно, являются совер- 
шенно произвольными функциями х и у. Поэтому предетав- 
ляется небесполезным произвести вычисление, исходя из пред- 
положения, что 6х и бу являются произвольными. 


Положив 
$5 — 9х — в,6у = и, (1) 
мы имеем 
ди = 453 — 3,4 6х — 5,48у — 43'6х — а3,ду. (2) 


Напишем уравнение в полных дифференциалах 


45 = з'4х | з,4у 


п продифференцируем его в смысле 5. Тогда мы будем иметь 
$45 = з’64х + 3,0 ау + 53'ах + 8з,ам. (3) 
Сложим уравнения (2) и (3) и заметим, что порядок символов 


4 и $ можно изменить, благодаря чему исчезнут члены с 465. 
Мы получим 


ди = 65'ах - 5а,4у — 4з'0х — а3,6у. (4) 


В этом уравнении 4х и 4у могут принять любые возможные 
значения. Допустим сначала, что 


4у = 0: 
тогда мы имеем 


2 ! "] / 
Чи = 52 92, 425’ = з'ах. 43, = з,ах, 
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32. Исходя из этого допущения, мы путем диффе- 
ренцирования получаем 


‚ _ с 092 605 025 50х 
бо = 9 дд дз. 
Ясно, что 
605 _ 083 бдх 9х. 
дд д "И да дх ' 
таким образом мы имеем 


у’ —_ 982 2.92 — 9 (68 —1 52) ое 3, 


дх дх дх ` 
ИЛИ 
‚ 0(93 — 8’ 65— 2,59) 92! дз, 


и, следовательно, уравнение“ (4) даст нам следующую фор- 
мулу: 


аи , Г / 5 
Че = 82’ — 8" 6х —, ву, (5) 


которая даст возможность определить 82’. Точно так же, по- 
ложив 4х =0, мы найдем 


ди 


и = 92, — 8,55 — 5‚,бу. (6) 


здесь мы имеем перед собою первые две формулы Лагранжа. 
Так как они применяются к произвольной функции, в них 
можно поставить 2’ вместо 5. Тогда значение и выразится 
через 

5 — &'5х — 5'бу. 


и формулы (5) и (6) нам дадут 
0 , и! 
Эа (83° — 2" 85 — 2, ду) = 82" — #62 — 2, ду, 


д / , у ’ 
Эя (5=’— ='75х — 2,8) = 85, — 2, 6х — и 64. 


Для упрощения предыдущих формул можно еще воспользо- 
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Точно так же мы имеем 


д (65 — 5’ 0х —3,8у) дд’ л дд’ 
5, = м о + 5 92 5; 57, 
в силу того, что 
д 8х д у 
ду ОИ вв = 0. 


ваться уравнениями (5) и (6); тогда мы получим 


ди 
92 = "— 5’ бд —д," 69, 
д?и 
дх ду = 08,” — 5,” бх — 5, 64. 


НК этим соотношениям можно, очевидно, прибавить еще сл:- 
дующее: 

0и , 

ду? = 62,, — 4), бх — 5,// бу; 


последнее дополнит группу уравнений, выведенных Лагран- 
жем на основе принятого им особого допущения и с помощью 
дифференцирований, которые представляются правильными, 
но которые, быть может, были им недостаточно подробно 
объяснены. 

Утверждение Лагранжа «в дальнейшем мы увидим, что 
это допущение обладает всей той общностью, какой только 
можно пожелать», относится, повидимому, к другой части вы- 
числения, изложенной в пункте 34 и касающейся вопроса о 
вариации элемента поверхности 4х4у. Действительно, в том 
случае, когда 6х зависит только от одной переменной х, а 
$у — от одной переменной у, вариация прямоугольника вы- 
числяется очень легко: в данном случае упомянутый прямо- 
угольник преобразуется в другой прямоугольник со сторо- 
нами 4х | 64х и ау -- б4у и, следовательно, его вариация 
получается непосредственно и составляет 


бах вау 
4х $ 4ау-4+ 4убах = ах ау ЧЕ + Чу 


Исчисление становится более сложпым в том случае, когда 
бх и бу зависят одновременно от обеих переменных Хх иу. 
Но это вычисление произведено полностью для случая трех 
переменных в пунктах 19, 13 и 14 отдела УП, к которым 
Лагранж несомненно и собирался отослать читателя. (Прим. 


Дарбу.) 
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Дальше мы имеем 


92" =6 м. 


Подставив сюда значение 55', получаем 


д? (52 — 2’0х — &,6у) 
ИИ о 82+ у 


02” = 


точно так же мы имеем 


х ! 
52, 80, — бу ду 9у 
Если и‘здесь подсгавить значение 02’, то в силу 
авенства д» —_ 02 
р дх ду 
д2 (53 —2'5х — 2.8) 925’ 
Г __ 107 х 
ба, = 9х ду + `дх ду 0% о оу. 


Аналогично мы находим 


5; 92 (53 —26х — 5,59) 022’ 925, 
И и Ч ° 


и так далее. 
33. Итак, если мы положим для сокращения 
письма 
92 


03 
58 = эр 02 — руду = 61, 


и примем во внимание, что 


05 д.5’ д5' 03, 022’ 95" 93, , 92" 
9%’ ду’ ду — дл’ 922 дх’ 04? ду ' 
923’ 95, 922, 95,’ 023' 93,, 
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то мы Получим более простые выражения 


92° = 2 —- — 9% -- = 99, 
Оби 05, 
52, = ит “д 9% ву, 


дз" 
02 в 5% ду у, 


о о 5 о © 


Подставив эти выражения в 50, введя при этом 
вместо 52 выражение 


и расположив члены по 0х, 89, ди, мы получим 


__ 90 05 90 02’ о 03, 
и — [== + 05 0х 95’ дх. + ‘92, дд 


90 0" 90 092, 
бя Е Рог 8 +...) = 


90 д 90 05 090 49°, 
БИН 
+ (#2 +% 9 Г 8, ‘ду 95, ду ' 


90. ря 90 092, 
и из 


90 90 дёи 90 дби 
т 95 ди + 02’ ем дз, ду т 


90 05и 0? би 
д=, а, ду 
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Обозначим через (5, 5. ) частные про- 
р 9 }, 5 р 
изводные (И по отношению кх и 1, найденные в 
предположении, что 2 — функция этих переменных. 
Ясно, что тогда 
90 90 90 02 90 0’ 90 92, 
(55) == + 92 9х Гай ав Т 9 9 "`` `' 
90 90 90 04 ‚00 9%, 90 д2, 
ду /° ду д8 ду | 09= ду 92, ду 


Таким образом полная вариация И сведется к следую- 
щему простому виду: 


0 = (5, )8= + (5, Зи 5 ва + 


ди ди 90 дби 90 026и 
г бр 1 ды ду Тай ая т 
ОЙ 0? 6и 90 д26и 
Пи 0х ду дд д Г °°° 


34. Если необходимо получить максимум или 


минимум двойного интеграла № И ах4у, должно 
быть выполнено следующее условие: 


355 Палау = \\ 5(Пахау) = 0. 
Но если произвести вариацию всех величин, то 


$ (0 4х ау) = 80 аз ау + 05 (ах ау). 


Здесь следует иметь в виду, что так как 4х4у пред- 
ставляет собою прямоугольник, являющийся элемен- 
том плоскости ху, он сохраняет свою форму прямо- 
угольника и после варьирования координат х и у на 
у и у, если только остаться при принятом допу- 
щении, что 0х совершенно не зависит от у и бу отт. 
Таким образом вариация 4х4у даст просто ду $ ах 
-- 4% 5 ДУ; но так как 


ох 


ах 


зах — 43 8 а ау =азу =“ ау, 
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поскольку 6х и 5у рассматриваются соответственно 
как функции 5 и у, мы имеем 


5 азау) = (50 +09. +0“) аз ау. 


Если подставить значения 50 и путем интегри- 
рования по частям освободиться от дифференциалов 
вариаций 8х, ду, би, то под двойным знаком %% 


останутся следующие члены: 
(Е ох - Ту -- Т 6и) ахау, 


С=)-— (в) =0 
+. С» у) 


р 


9207, 9°0,, 
И Г =. 


при этом для сокращения положено 


в которых 


| 


=’ 
р 


00" 


90 9 
7’ = ( = 
95’? / 05, ? 
р 90 ‚ 90 90 
7 —_ ИОН —_—_ 
С 93" ) С, 95, ; С, О5/ ) , 


и принято, что частные производные, заключенные 
в скобки, выражают полные значения этих произ- 
водных — в предположении, что 5 при дифферен- 
цировании рассматривается как функция 2 и у. 


35. Так как ди = ва — 9 бу, то выраже- 


ние под знаком двойного интеграла даст просто 
следующее уравнение: 


‘Е (38—52 #— 5289) =0, 
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откуда, если отдельно приравнять нулю коэффициенты 
при вариациях 62, 81, ву, получится только одно 
уравнение Ч = 0, как если бы мы варьировали 
только одну переменную 5. 

Итак, мы видим, что в задачах на максимумы и 
минимумы, касающихся двойных интегралов, в кото- 
рых одна из трех переменных является функцией 
двух остальных, получается, строго говоря, только 
одно уравнение, которое может быть получено непо- 
средственно, а именно путем варьирования по 9 
только той переменной, которую мы признали функ- 
цией двух других переменных *). Это уравнение 
представляет собою уравнение повёрхности, удовле- 
творяющей данной задаче. Таким именно образом 
и было` найдено уравнение в частных дифферен- 
циалах минимальной поверхности, причем было по- 


ложено П =У1 + (2)? - (2)?; из доказанного нами 


выше следует, что это уравнение полностью удовле- 
творяет условиям задачи, какие бы вариации мы ни 
сообщали трем координатам поверхности. 

36. Полученные нами выше формулы вариаций 
могут быть применены к равновесию системы частиц 
т, расположенных на поверхности ‘и находящихся 
под- действием любых сил. 

Если принять во внимание только неизменяемость 
4т, то как и в пункте 25, мы сначала получим 
общее уравнение равновесия 


$$ (Пат + л5 ат) = 0. 


“) А рт1ом ясно, что достаточно варьировать 3; ведь, 
каковы бы ни были две бесконечно близкие поверхности, 
всегда можно перейти с одной на другую, давая 5 некоторое 
приращение, которое находится в надлежащей зависимости 
от двух других координат 5 и у. Может оказаться более или 
менее удобным допустить, что последние имеют в соответ- 
ствующих точках одинаковое значение, или же различные 
значения, но ясно, что вполне допустимо делать как одно, 
так и другое предположение. (Прим. Бертрана.) 
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Для значения 4т мы будем здесь иметь выражение 


вида 0 4х у, поэтому (п. 34) 
зат = (0 +0 => +0" * )4е4у. 


Если это выражение, а также выражение для 60, 
приведенное в пункте 33, подставить в интеграль- 


ную формулу № ^5 ат и путем интегрирования по 
частям освободиться от дифференциалов вариаций 
ох, у, ди, то под двойным знаком интеграла оста- 
нутся лишь следующие члены: 


(нах + Гу -- Ф би) ахау, 


ва) (9) 
(я у) (“9 (5), 
и 

РЕН 


для 0’ 0’, 0”, 0’,... здесь сохранены значе- 
ния, указанные в пункте 34. 
Если к этому выражению прибавить еще члены, 


получающиеся от интеграла №%5ПАт путем под- 
становки значений 6П и ат, т. е. 


где 


ЭП ЭП ЭП 


д5 25 
и вместо $и подставить его значение ва 5 —— 04 


(п. 33), —то общее уравнение равновесия под  наком 
двойного интеграла будет содержать следующее 


МЕТОД ПРИМЕНЕНИЯ ФОРМУЛЫ РАВНОВЕСИЯ 145 


члены, расположенные по вариациям 6х, 8, 62: 
[55 — 5) и— т - 
+ [ [5 — Сы) 9-9} 89+ |аебу 


точь 


отсюда получаются следующие три уравнения: 


[455 — (4=)]7— ео 
[46 — (Си) 9 =0, 


ОП 
5-И+4=0. 


. ОП 
Последнее уравнение дает Ф = — И —э- ; если это 


значение подставить в остальные два уравнения, то 
после т на О получается 


ЭП ы 
> + 3 93. д= — (== 7=0, 
ЭП 03 
З + 5: 98 ду — (5) =0. 
Первое из этих уравнений дает Х = П -+- функция у; 
второе дает ^ = НП -- функция 2; отсюда следует 


л = И-а, 


Где а— постоянная величина. Если эту величину 
подставить в общее уравнение равновесия, то послед- 
нее примет следующий ВИД: 

УМ [$ (Пат) -- а ат] = 0, 
или " 


89 Пат + а № ат = 0. 


10 ж. Лагранж; т. 1 
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Это — уравнение максимума или минимума двой- 
ного интеграла ®®ПАт среди всех тех значений его, 


при которых значение величины №%4т остается 
неизменным. , 

Таким образом данная проблема механики *) сво- 
дится к простой задаче на максимумы и минимумы, 
разрешение которой зависит только от вариации 
одной переменной 2, являющейся согласно допуще- 
нию функцией 2 иу (п. 35). 

Эту теорию можно распространить и на формулы 
тройных интегралов и отсюда получить аналогичные 
выводы. 


*) Лагранж не дает полного определения той поверхност- 
пой системы частиц, к которой он применяет свой анализ. 
Если бы речь шла о гибкой и нерастяжимой поверхности, то 
остались бы неизменными не только элементы поверхности, 
но и липейные элементы. Лагранж не принимает во внимание 
неизменяемости линейных элементов, вследствие чего полу- 
ченные им уравпения не могут дать полного разрешения 
данной задачи. Этот вопросе был в последнее время снова 
рассмотрен Лекорню (Гесогпи) в мемуаре Зиг Р6дчаИШхе 4ез 
зитГасез 1ех1Ъ125 еб 1тежепз Иез (Зоигпа] де ГЁсо!е Раоу- 
сеспи?аие, ХГУШ СаШег) и Бельтрами (Ве гашт1). См. мемуар 
Зи’ед чо ее зирегИсле Пезз1 1 е4 шезеизфИ1 (Ме- 
тоНе 4е’Ассадет1а 4еПе 5с16и2е аеТзИиию 41 Во]орпа, 
&-а з@те, 6. ПТ), в котором Бельтрами разрешил этот вопрос, 
пользуясь как раз принципом виртуальных скоростей. (Прим. 


Дарбу.) 


еее 


ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 
РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТЯКИ. 


Теперь мы покажем применение наших методов 
`на различных задачах о равновесии тел; по единооб- 
разию и быстроте разрешения этих задач можно 
будет судить о том, насколько эти методы совер- 


шеннее тех, какими до сих пор пользовались в ста- 
тике. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


О РАВНОВЕСИИ НЕСКОЛЬКИХ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ 
К ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ ТОЧКЕ, 0 СЛОЖЕНИИ 
И РАЗЛОЖЕНИИ СИЛ. 


1. Допустим, что требуется найти законы равно- 
весия любого количества сил Р, 0, А,..., которые 
все приложены к одной и той же точке и направ- 
лены к заданным точкам. 

Назовем р, 4, г,... прямолинейные расстояния 
от общей точки приложения этих сил до соответ- 
ствующих точек, к которым эти силы направлены; 


тогда для суммы моментов этих сил мы получим 
выражение 


Рар + От Ва +..., 


которое при состоянии равновесия должно равнягься 
нулю. 


10* 
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Пусть 2, у, 2—три прямоугольные координаты 
точки, к которой приложены все силы; и пусть а, 
6, с— прямоугольные координаты точки, к которой 
направлена сила Р; |, г, И — координаты точки, 
к которой направлена сила 0; [, т, п— координаты 
точки, к которой направлена сила А, и так далее 
для других точек, — причем все эти координаты 
отнесены к одним и тем же неподвижным в про- 
странстве осям. В таком случае мы, очевидно, имеем 


р=У (+ — а) + (у— 6) (2—6), 
4=У (2 — РЕ (У 8+ (8—1), 


г=У(@ — 1} + (у—т) + (#—п)1, 


и величина Рар- 0а4 -- Ваг-... преобразуется в 
следующую: 


Хаз + Уду-+ 27а, 


где 


ХРОН ЕН... 


—Ь — — 
у=^--Р- бое В+..., 


—_ — р —_ 
В=^-Р- — О+-—в+... 


Не бесполезно отметить, что в последних выра- 
ха чу-—6 р. 


— с 
——— равны косину- 
Пр р Р у 


сам углов, образуемых линией р, т. е. направлением 

силы Р, с осями <, уи 5; точно так же 2—1 в 
9 

представляют собою косинусы углов, образуе- 


мых направлением силы (0 с теми же осями, и так 
далее (отд. ПЦ, п. 7). 


жениях величины 
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$ Т. О равновесии тела или точки, находящейся 
под действием нескольких вил. 


2. На основе сделанных выше предпосылок до- 
пустим сначала, что тело, или точка, к которой при- 
ложены силы Р, 0, А,..., совершенно свободна; 
в таком случае между координатами т, у, 5 не суще- 
ствует никакого условного уравнения, и величина 
Х ах -+ Уау-+ 243 должна равняться нулю незави- 
симо от значений ах, ду, 42 (отд. П, п. 10). Отсюда 
тотчас же получаются три частных уравнения 


Х =0, У=0, 2=0. 


Эти уравнения содержат законы равновесия любого 
количества сил, сходящихся в одной и той же точке. 

3. Если в выражениях для Х, У, И положить 
Р=р, О =а, В=г,..., что вполне допустимо, так 
как безразлично, к каким точкам по нашему пред- 
положению силы направлены, если только эти точки 
лежат на направлениях сил, то получаются сле- 
дующие уравнения: 


|| 


д -а+а— | +1-—1-... 
у—б-уеу—т-+... 
ей &—п-... = 


0, 
0, 
0; 


отсюда, если допустить, что вообще число сил 
Р, О, В,... равно п, следует 


д ЕАЕИЕ... , 
ы 
_ БЕфт-... 
у = —_—_—_—_—_—_, 
и 
д СТЁР... 
о о . 


Эти выражения для х, у, 2 показывают, что точка, 
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к которой силы приложены, находится в центре 
тяжести точек, к которым эти силы направлены. 

Отсюда вытекает теорема Лейбница, заключаю- 
щаяся в следующем: если произвольное количество 
сил находится в равновесии в какой-либо точке и 
если из этой точки провести прямые линии, пред- 
ставляющие как величину, так и направление ка- 
ждой силы, то эта точка является центром тяжести 
всех тех точек, в которых эти линии заканчи- 
ваются. 

Таким образом, если имеются только четыре силы 
и если представить себе пирамиду, четыре вершины 
которой находятся в концах прямых линий, изобра- 
жающих силы, то между этими четырьмя силами 
равновесие будет существовать только в том случае, 
если точка, на которую они действуют, будет цент- 
ром тяжести пирамиды; в самом деле, из геометрии 
известно, что центр тяжести каждой пирамиды сов- 
падает с пентром тяжести четырех равных по своей 
массе тел, помещенных в четырех углах пирамиды. 
Последняя теорема принадлежит Робервалю. 

4, Предположим теперь, что тело или точка, на 
которую действуют силы Р, 0, В,..., не является 
совершенно свободной, но вынуждена двигаться по 
заданной поверхности или линии; в таком случае 
будет существовать одно или два условных уравне- 
ния между координатами х, у, 2, которые будут 
представлять собою не что иное, как самые уравне- 
ния указанной поверхности или линии. 

Пусть С =0 является уравнением поверхности, 
по которой тело может только скользить; прибавим 
к сумме моментов сил Х 4х -- Уду- 142 член лаЁ 


(отд. [\, п. 3), и тогда получится общее уравнение 
равновесия 


Х ах + Уау-+ 142 + ^аГ = 0, 


где ^ будет величиной неопределенной. 
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Но так как Г является известной функцией +, 
у, 2, то путем к феротирования = мы получим 


ар а + Рау 5 


Подставив это выражение в общее уравнение и при- 
равняв затем отдельно нулю суммы всех членов, 
являющихся множителями при каждом из дифферен- 
циалов 4х, ау, 42, получим три следующих частных 
уравнения равновесия: 


Эт, ЭГ, ЭГ _ 
Хо =0, Ул =0, 2+; =0, 


из которых Носле исключения Л получатся следую- 
щие два уравнения: 


УЗЕ  Х9Ё 0 19Е Хо — 
дх ду ) дх 03 
содержащие искомые условия равновесия тела, выну- 
жденного оставаться на заданной поверхности. 

5. Если мы применим здесь теорию, изложенную 
в пункте 5 отдела ТУ, то мы придем к выводу. что 
поверхность должна оказывать телу сопротивление, 


равное 
АИ (=) + 7+ (8) 


и направленное перпендикулярно к поверхности, 
имеющей своим уравнением (Г, = 0, т. е. перпенди- 
кулярно к той самой поверхности, на которой тело 
вынуждено оставаться; а так как 


ЭГ _ ат, _ ЭГ _ 
5 =— А, Алу = -—Т, Дл =— О, 


то отсюда следует, что давление тела на поверхность 
(давление, которое должно быть равно и направлено 
прямо противоположно сопротивлению поверхности) 


‚ выражается через УХ? -- У? -+ 72 и направлено пер- 
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пендикулярно к той же поверхности. К этому усло- 
вию только и сводятся Два уравнения, найденные 
выше для равновесия тела, в чем легко убедиться, 
пользуясь методом сложения сил. 

6. Впрочем, в случае единственного тела, нахо- 
дящегося под действием заданных сил, условия 
равновесия могут быть определены еще проще, 
а именно, если непосредственно в уравнение 


подставить вместо дифференциала 42 его значение 


ОГ, 
`д= 
найденное из дифференциального уравнения задан- 
ной поверхности, по которой тело может скользить, 
и приравнять нулю коэффициенты дифференциалов 
4х и Чу, остающихся неопределенными; все это 
следует из общего метода, изложенного в пункте 10 
отдела П. 
Таким образом мы сразу получаем два уравнения 


9Г. ЭГ, 
д% _ ду _ 
93 ” д= 


совпадающие с уравнениями, найденными нами выше. 

Аналогично, если тело подчинено тому условию, 
что оно Должно двигаться по заданной линии, опре- 
деляемой с помощью двух дифференциальных уравне- 
ний 4у = рах, 4: = 4х, то останется лишь подста- 
вить эти значения (у и 42 в уравнение Х 4х -- Уду-- 
- 2 42 =0; после сокращения на 4х мы получаем 
уравнение 


Х + Ур - 24=0, 


которое и представляет собою уравнение равновесия. 
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Однако во всех случаях, когда рассматривается 
несколько тел, находящихся в равновесии, изложен- 
ный в предыдущем отделе метод неопределенных 
коэффициентов всегда имеет преимущество как 
с точки зрения легкости, так и с точки зрения про- 
стоты и однородности вычислений. 


$ П. 0 еложении и разложении сил. 


7. Тождество 


Рар-+ 0 49- В4аг+... =Хах- Уау- 243, 
установленное в пункте 1, показывает, что система 
сил Р, О, В,..., направленных по линиям р, 04, г,..., 


эквивалентна системе трех сил Х, У, #, направленных 
по линиям х, у, 5 (отд. П, п. 15). Таким образом 
величины ФД, У, & дают значения сил Р, 0, ДА,..., 
разложенных по трем прямоугольным координатам 
х, у, = и стремящихся укоротить эти координаты, по- 
добно силам Р, О, В,..., которые согласно допу- 
щению стремятся укоротить линии р, (0, Г,... 

8. Вообще, если какие-либо силы Р, О, В,,..., 
направленные по линиям р, (4, г,..., действуют на 
одну и ту же точку, можно все эти силы всегда 
свести к трем другим, направленным по линиям 
6, {ф, Ф, при условии, что эти три линии не лежат 
в одной и той же плоскости. Ввиду того, что трех 
линий, расположенных в различных плоскостях, 
достаточно для определения положения любой точки 
в пространстве, длины линий р, 0, Г,... можно 
всегда выразить в функции трех величин &, Ф, 9; 
согласно теореме пункта 15 отдела П, силы 
Р, О, В,... будут тогда эквивалентны *) трем силам 
=, Т, Ф, значения которых выражаются с помощью 


*) Мы уже выше отметили, что эта теорема 'подлежит 
ограничению. Это же замечание применимо и к выводам, ко- 
торые здесь делаются из этой теоремы. См. статью Пуансо 
в конце настоящего тома. (Прим. Бер.прана.) 
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нижеследующих формул: 


я др. 94 дг 
вр ОА +... 


и которые направлены по линиям &, ф,ф или же толь- 
ко по элементам 4&, 4ф, 4ф, если некоторые из этих 
линий являются кривыми. 

Эти формулы оказываются весьма полезными во 
многих случаях; особенно, если речь идет о разыска- 
нии результата действия бесчисленного множества 
сил на одну точку, как, например, притяжения точки 
телом произвольного вида. 

9. Пусть т — масса тела, каждый из элементов 
которого т рассматривается нами как центр силы Р, 
которая пропорциональна 4т и некоторой функции { (р) 


расстояния р. Если положить \[(р)4р=/(р), то 


элемент ат даст в выражении = член дЕ 


теграл которого по всей массе т будет результатом 
притяжения этой массы. Так как это интегрирование 
является независимым от дифференцирования по &, 
то указанному интегралу можно дать и такой вид: 


т, ин- 


я УР (р) ат, так что, положив 


УР (р) ат =, 
мы ‘будем иметь 
5_% у_5 ФЕ. 
д, ет Ф =Э. ; 


дальше придется только подставить в функцию Р (р) 
вместо р его значение, выраженное в функции ко- 
ординат, определяющих положение в пространстве 
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каждой отдельной частицы 4т, и координаты &, ф, ф 
притягиваемой точки, и затем отдельно произвести 
интегрирование по отношению к первым и дифферен- 
цирование по отношению ко вторым. 


В том случае, который дает нам природа, мы 
1 
имеем } (р) = „=“; следовательно, Е (р) = — > › а зна- 


чит, х=—8°”. 


Пусть а, 6, с — координаты любой частицы ат 
тела; допустив, Что плотность этой частицы выра- 
жается некоторой функцией Г координат а, 6, с, мы 
будем иметь 


4т = Гаааь ас: 
следовательно, 


= а 


Если 1, У,  — координаты притягиваемой точки, 


то (п. 1) 
РИ: 


следовательно, 


у ——®. Г аа аЬ ас , 
У (2 — а Е (у (а 6} 


10. Наиболее простым является тот случай, 
когда притягивающее тело представляет собою шар. 
В этом случае, если мы положим Г =1 и поместим 


центр шара в начале координат х, у, 2 притягивае- 
мой точки, то мы получим 


т 
И; 
У зу = 
здесь т — объем сферы, который, как известно, равен 
Ато. 
8 ‚ гГдех — радиус шара и п«— отношение окружности 
к диаметру. 
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Если бы плотность Г внутри шара была перемен- 
ной, то, рассматривая ее как функцию «х, мы имели 


Вто 
бы т=\ Га-5-. 

Можно определить значение >» еще и втом случае, 
когда притягивающее тело представляет собою эллип- 
тический сфероид, поверхность которого выражается 
с помощью формулы - 


а? р? сз 
де вт == 1, 


где А, В, С представляют собою полуоси трех глав- 
ных сечений и а, 6, с— прямоугольные координаты 
точек поверхности, отложенные на осях и имеющие 
своим началом общую точку пересечения осей, являю- 
щуюся центром сфероида. Однако общее выражение 
величины Х зависит от довольно сложного интеграла, 
с помощью которого невозможно получить »Х в виде 
функции ф, у, 2. 

Но если допустить, что сфероид мало отличается 
от сферы или же что расстояние притягиваемой точки 
от центра сфероида очень релико по сравнению с его 
осями, можно общее значение >» выразить с помощью 
сходящегося ряда, свободного от всякого интегриро- 
вания. Лаплас в своей «Теории притяжения сфе- 
роидов»` («ГЬбоме 4ез а ИгасМопз Чез зрЬбго14ез ») *) 
дал очень красивую формулу, с помощью которой 
можно последовательно составить все члены ряда; 
эта формула в то же время показывает, что зна- 


чение 


‚ тде ш — масса сфероида, зависит исклю- 


чительно от Р? — А? и С? — 42, которые представля- 
ют собою квадраты эксцентриситетов двух сечений, 
проходящих через одну и ту же полуось А. 

Я установил, что, основываясь на этом выводе, 
а также пользуясь теоремой, данной мною в Мбто!- 


*) См. М6ёсашаие сб]ече, &. 1, ГАуге Ш, Свар. Г её П. 
(Прим. Бертрана.) 
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гез де ВегПп за 1792—1793 *), можно упомянутый ряд 
получить сразу, а именно, разложив корень 


1 
У 2 у -- = — у — 98 Е с? 


по степеням 6 ис и сохранив только члены, содер- 
жащие четные степени 6$ и с, преобразовать каждый 
из них, например НЫ" с”, в 


[1.3.5... (2т —1)] [1.3.5... (21 —1)] Н (В*— А?)Т (С*— 2)" 
об. . 9. т 
где т — объем сфероида, который . равен -^. АВС. 


Итак, для того чтобы сразу получить ряд, рас- 
положенный по степеням у и $, возьмем 


‚-ИЯитя 


и затем сначала разложим корень (7? — 26у — 2с5 


—1 
-- 62 -- с?) * по степеням у и 2; если мы при этом 


ограничимся только четными степенями, то мы по- 
лучим 


1 + 3 зу? ой 
(72 + 6 -- 6?) р (г? + 52 -- я)? 
5.7 64а -- 6Ь2с?уеза-|- 424 + 
8 9 
(7 - 2)? 
4 
Затем разложим корень (7? + 62-1 с?) ° по степе- 


ням 6? и с? и преобразуем эти степени в степени 
В? — 4? и (}— А? с помощью приведенной выше 
формулы. Если для упрощения положить 

В? — Аз = е? (2 — АЗ, 


*) См. Оецутез ае Гастапое, 4%. У, р. 645. 
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где еи 1 — эксцентриситеты двух эллипсов, образо- 
ванных сечениями, проходящими через полуоси А, 


В и А, С, то для Х получится ряд следующего 
вида: 


— ш (А -- 7у? -- 722 - Ху - Уу?22 + 124-...), 
в котором 


рей, эй вев 


2.572 8.5.77? "*’? 
Т — Зе? 9е4 -- Зе 
2.59 в.7м "772 
И — 312 9:4 -|- Зе212 
2.58 4.7 т) 
Зе4 6бе212 у Зи 
Х — 85 —- ...,у У = Зт © „9 -. — 8 —-. 


Мы довели здесь приближение только до четвертого 
измерения е и 1, но его легко вести как угодно да- 
леко. 

Если бы сфероид был составлен из эллиптических 
слоев различной плотности, то, изменяя в выраже- 
нии >» величины А, В, С, а следовательно, также е 


и {, мы получили бы №ГА»Х в качестве значения У 
для этого сфероида. 

После того как значение >», таким образом, вы- 
ражено в функции прямоугольных координат 1х, и, 
2 притягиваемой точки, мы непосредственно путем 
9% 0% 0% 
0х’ ду’ 05 
координат, выражающие полное притяжение сфе- 
роида. 

Если вместо координат х, у и 3 взять радиус- 
вектор ги два угла и и у— такие, что 


дифференцирования получаем силы 


Х = Гсоз Ц, 
у = гп изу, 
$ = ГЗШ | СВУ, 
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то` с помощью приведенных ниже трех частных 
производных мы получим притяжение сфероида, во- 
первых, по направлению радиуса г, соединяющего 
притягиваемую точку с центром сфероида, во-вторых, 
перпендикулярно к этому радиусу в плоскости, про- 
ходящей через полуось А, и, в-третьих, перпендику- 
-лярно к тому же радиусу в плоскости, параллель- 
ной той, которая проходит через полуоси В и С. 
9% 1 0> 1 9% 
д’ т ди’тэши д' 
Эти формулы особенно полезны в теории фигуры Земли. 


Производные эти следующие: 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 


О РАВНОВЕСИИ НЕСКОЛЬКИХ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ 
К СИСТЕМЕ ТЕЛ, РАССМАТРИВАЕМЫХ В КАЧЕСТВЕ 
ТОЧЕК И СВЯЗАННЫХ МЕЖДУ с0Б0Ю НИТЯМИ 
ИЛИ СТЕРЖНЯМИ. 


11. Мы выше видели (п. 7), каким образом силы, 
действующие на каждое отдельное тело, каковы бы 
они ни были, всегда можно свести к трем силам Х, У, 
2, направленным по трем прямоугольным координа- 
там 1, у, 2 самого тела и стремящимся укоротить 
эти координаты. 

десь, а также в дальнейшем, мы для простоты 
допустим, что все внешние силы, действующие на 
одну и ту же точку, сведены к трем силам Х, У, 
й. Таким образом сумма моментов этих сил выра- 
зится вообще с помощью следующей формулы: 


Х аз + Уду+ аз; 


следовательно, общая сумма моментов всех сил си- 
стемы выразится с помощью суммы стольких анало- 
гичных выражений, сколько имеется движущихся 
тел или точек; при этом мы будем отмечать одним, 
двумя, тремя,... штрихами величины, относящиеся 
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к различным телам, которые мы будем называть 
первым, вторым, третьим, ... 

Указанным путем мы получим для суммы момен- 
тов сил, действующих на три или на большее число 
тел, следующую величину: 


Х'ах' - У'ау' - 2'4з' - Х"ах” - У"ау" + 
-- 772” -- Х'"'ат"' + У"'ау"" - 77а" -... 
Остается еще найти условные уравнения 
[=0 М=о0, М№М=0,..., 


вытекающие из природы задачи. 

Если имеются ДС, М, М№,... или же только их 
дифференциалы в функции хх’, У, 2', 4",..., то, 
взяв какие-либо неопределенные коэффициенты „), 
и, у..., Следует к приведенной выше величине 
прибавить члены 


арт ьам + уам-+... 


и затем отдельно приравнять нулю члены, в состав 
которых входит каждый из дифференциалов 4х’, 
4у', 42', ал",... (отд. ТУ, п. 5). 


$ Е. 0 равновесии трех или большего количества 
тел, укрепленных на нераетяжимой нити или же 
на нити растяжимой и способной еокращатьея. 


12. Рассмотрим прежде всего три тела, укреплен- 
ных неподвижно на нерастяжимой нити. Тогда усло- 
вия задачи заключаются в том, что расстояние ме- 
жду первым телом и вторым, а также расстояние 
между вторым телом и третьим остаются неизмен- 
ными, так как эти расстояния представляют собою 
длины соответствующих частей нити, заключенных 
между телами. 
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Назовем первое из этих расстояний | и второе &; 
тогда мы в качестве условных уравнений имеем 


Ч=0, 4е=0; 
следовательно, 
4, = 41, 4М == 46, 

И общее уравнение равновесия рассматриваемых трех 
тел будет иметь следующий вид: 
Х’ат -- у’ау -- 742’ -- Х”ал" -|- у’ау —- 7”42” -- 

+ Ха" —- У”ау" -- 772” —- ла! -- и 48 — 0. 
Но легко видеть, что 

[УН-Т 2 

— У (х" __ д")? —- (у” — у”)? -- (=" — 2"). 
Следовательно, путем дифференцирования мы получим 
а) (4х’’—@х/) -- (и’’—-у/) (ду’’-- ау") + (2”’—2/) (42’’— 92”) 

7 р. 


дока аи) Иа + аи 9, 
9 


подставляя эти значения получим девять следующих 


уравнений, которые и представляют собою условия 
равновесия нити: 


|| ДОУ 
= 0, ,, ” 
р Хх" о (, 
ну у — у" 
АИ ИУ 0, 
7 "—2 _ 0: ] 8 
} —- ; 
р + > |. в 5" в" — 0: 
8 
т __ т Ш 
Х"-- НЯ НЯ = 0, у" + о, у у — 0, 


11 ж. Лагранж, т. 1 
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остается только исключить из этих уравнений две не- 
известные величины ХЛ и в. Это может быть выпол- 
нено различными путями, которые в результате и 
дадут для равновесия трех тел, укрепленных на 
нити, различные, или же различно выраженные, урав- 
нения. Мы изберем тот метод, который предста- 
вится наиболее простым. 

Мы видим, прежде всего, что если первые три 
уравнения соответственно прибавить к следующим 
трем, а затем к последним трем уравнениям, то по- 
лучатся следующие три уравнения, свободные от 
неизвестных 7 и цы: 


Х' + Х" + Х" — 0, 
у’ + у” + у” = 0, 
7 + пт -- 7" — 0. 


Эти уравнения показывают, что суммы всех сил, 
параллельных каждой из трех осей координат, долж- 
ны быть равны нулю; они представляют собою слу- 
чай общих уравнений, найденных в отделе Ш, $8 [. 

Остается еще найти другие четыре уравнения; 
для этой цели, отвлекшись от первых трех уравне- 
ний, я прибавляю средние три уравнения соответ- 
ственно к трем последним и получаю нижеследую- 
щие уравнения, в которые уже не входит (л: 


/ 


х" —х 


"Е" А — 0, 
У АИ 0, 
А —0, 


и которые по исключении Х дают два следующих 
уравнения: 


у” + у” — у” — у (Х" + Х") — 0, 


х" —х 


7”-- и" = (Х" -- Х") — 0. 


д’ 
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Наконец, рассмотрев отдельно три последних 
уравнения, содержащих только ц, и исключив эту 
величину, мы Получаем следующие два уравнения: 


ИУ И 
т У —У т 
Уф атщи ' =0, 


т Н 


И" — 5 —^.Х" = 0. 


д" —х 


Приведенные семь уравнений*) содержат условия, 
необходимые для равновесия трех тел; а если их 
прибавить к уравнениям. выражающим условие, что 
ри 2 представляют собою определенные заданные 
величины, то мы получим достаточное число урав- 
нений для определения положения в пространстве 
каждого из тел. 

13. Если бы нить, которую мы все еще предста- 
влаем себе нерастяжимой, была нагружена четырьмя 
телами, которые находились бы под действием соот- 
ветствующих сил 


Х', у’, 7". Х", у", т , Х", ..., 


направленных по трем осям прямоугольных коорди- 
нат, то с помощью аналогичных приемов, которые 
мне представляется излишним повторять, мы полу- 
чили бы девять следующих уравнений для равнове- 


*) Нетрудно заметить, что эти семь уравнений являются 
в известной мере очевидными а р!г10г1 и что их можно было 
бы написать, не прибегая к принципу виртуальных скоростей. 
Но Лагранж не ставит себе целью трактовать каждый от- 
дельный вопрос наиболее простым путем; он желает лишь 
показать, каким образом можно сделать ненужным специаль- 
ное рассмотрение каждого отдельного случая и свести ста- 
тику к простому механизму исчисления. Впрочем, Лагранж 
никогда не утверждал и не собирался утверждать, что 
именно таким путем следует подходить к изучению меха- 
ники. (Прим. Бертрана.) 


11* 
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сия этих четырех тел; 
Х' ХХ" + ХУ =0 
у’ -- у” + у” -- УТУ — 0, 
7’ + 9” -- РАМ -|- У — 0, 
у” су” + уу — "=: (Х" - Х" + ХГУ) =0, 


НЯ 


77 -- и” -- ИТУ — ==— я (Х” -- Х” —- ХУ) — 0, 


у" — ии (х" + Хи) =0.. 


и” + ТУ — т, 7 (ХЕ ХУ) — 0 


—4/” 
уту с у ХМ =0 
р — 2”! 
ТУ 
Ш —** ХИ =0 
хТУ 2”! 


Теперь легко распространить указанное решение 
на какое угодно число тел и даже на случай цеп- 
ной линии; однако этот последний случай мы рас- 
смотрим 0с0бо, пользуясь при этом методом, изло- 
женным в $ П предыдущего отдела. 

14. Можно было бы получить решение, более 
простое в некоторых отношениях, если бы с самого 
начала ввести в исчисление неизменяемость рассто- 
яний |, ©,... 

Так, если ограничиться случаем трех тел и на- 
звать {ф, {’ углы, образуемые линиямп [ иг с плоско- 
стью х, у, иф, Фф — углы, образуемые проекциями 
этих линий на ту же плоскость с осью х, то мы 
будем иметь 

д” — = [с03фс0озф, 3” — 3’ = 8608$’ ©0854", 
у" — у’ = [3шФс0зф, У’ У’ = озшф с08{, 
= |1, 2—5’ = от ф. 
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) 


ные из этих уравнений, в общую формулу равнове- 
сия трех тел 


Х’ах: -|- У’у -|- 7’а?’ | Х”ах" —- у’ау’ + 7”4-” | 
- Х”"ат" | У”ау” -|- 7” а" — 0 


Подставив значения д’, У’, 5’, м", у", 2”, найден- 


и варьируя только величины 4’, У’, 5’, Ф,Ф,ф,ф’, ва- 
риации которых остаются неопределенными, атакже 
приравняв отдельно нулю величины, умножающиеся 


на каждую из этих вариаций, мы получим семь 
уравнений 


Х’-- ХХ” = 0, 
УТУ У” = 0, 
ИИА" = 0, 
(Х” + Х"”) зто — (У"- У”) созо =0, 
Х"зш о’ — У" созф’ = 0, 
(Х" + Х") созфзш ф -+ (У’- У") зто ф— 
— (2” --.. 2”) созф =0, 
Х” соз ф'’ эт ф’-НУ" эт фт” — 4” с0зф' =0, 


из которых первые пять прямо совпадают с теми 
уравнениями, которые были найдены в пункте 12 
путем исключения неопределенных величин А Ир, 
а последние два уравнения легко сводятся к 
упомянутым выше, если с помощью четвертого и 
нятого уравнений исключить у’ и У”. 

Но если с помощью указанного приема мы бы- 
стрее приходим к окончательным уравнениям, то 
это объясняется тем, что мы прибегаем к предва- 
рительному преобразованию переменных, которое 
включает условные уравнения; при непосредствен- 
ном же применении уравнений с неопределенными 
коэффициентами, как в пункте 12, решение задачи 
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сводится к чистой технике расчета. Сверх того, как 
мы сейчас увидим, благодаря этим коэффициентам 
мы в данном случае получаем значение сил, кото- 
рые должны испытывать стержни } и © вследствие 
сопротивления, оказываемого ими растяжению. 

15. Если бы мы пожелали, чтобы первое тело 
было закреплено неподвижно, тогда дифференциалы 
4х’, 4у, 42 были бы равны нулю и члены, связан- 
ные с этими дифференциалами, сами собою исчезли бы 
в общем уравнении равновесия. Тогда первые три 
уравнения пункта 12, а именно: 


п / 


А" 0, 


| 
А = 0, 
ИА =0, 


уже не имели бы места, вследствие этого и уравне- 
НИЯ 


ХХ" Х" = 0, 
у’ У’-НУ" =0, 
И - 27+ 1” =0 


отпали бы, но все остальные уравнения остались бы 
без изменения. Как видим, это соответствует слу- 
чаю, когда нить неподвижно закреплена в одном из 
своих концов. | 

Если бы нить была закреплена в обоих своих 
‘концах, тогда мы имели бы не только 45’ = 0, 
ЧУ’ ==0, 45 =0, но сверх того и 4х” =0, ду” =0, 
-42” = 0; члены, связанные с этими шестью диф- 
ференциалами в общем уравнении равновесия, ис- 
чезли бы, а следовательно, отпали бы и шесть свя- 
занных с ними частных уравнений. | 
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Вообще же, если бы оба конца нити не были 
вполне свободны, но были бы прикреплены к двум 
точкам, движущимся согласно определенному задан- 
ному закону, то этот закон, выраженный аналити- 
чески, дал бы одно или несколько уравнений между 
дифференциалами 45’ ДУ, 4х, относящимися к 
первому телу, и дифференциалами 45”, 4У”, 45’, 
относящимися ко второму телу. Эти уравнения, по- 
‚множенные каждое соответственно на новый неопре- 
деленный коэффициент, следовало бы прибавить 
к найденному выше общему уравнению равновееия; 
или же можно было бы подставить в это общее 
уравнение значение одного или нескольких из этих 
дифференциалов, полученных из упомянутых урав- 
нений, и затем приравнять нулю коэффициенты 
каждого из оставшихся дифференциалов, как это 
было сделано выше (п. 14). Так как здесь не возни- 
кает никаких трудностей, то мы на этом больше 
останавливаться не будем. 

16. Для того чтобы определить силы, получаю- 
щиеся вследствие реакции нити на различные тела, 
следует только воспользоваться методом, указанным 
для этой цели в предыдущем отделе (п. 5). 

Примем в соображение, что в настоящем случае 
мы имеем 


пра кВА вода, 


9 


® ® ® ® ® * . ® . ` . ° . ® ® „ . . . ь ® о . > ‚ *® 


Следовательно: 
1) По отношению к первому телу, координаты 
которого равны #', у', 2', мы имеем 
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поэтому 


И 6=) +(,) +) = 


] 


Таким образом первое тезо благодаря действию 
остальных приобретает силу, равную /), направление 
которой перпендикулярно к поверхности, представлен- 
ной уравнением 47, = 4} = 0, в котором просто варьи- 
руются х', У, 2; но легко видеть, что эта поверх- 
ность представляет собою не что иное, как сферу, 
радиус которой равен }{ и центр которой имеет сво- 
ими координатами 2”, У", 5"; таким образом сила ^ 
будет направлена по радиусу этой сферы, т. е. по 
направлению нити, соединяющей первое и второе 
тело. 

2) То же самое мы имеем по отношению ко вто- 
рому телу, координаты которого равны д", у", 5" 


=1. 


ОГ, д" —х 9 _У-у ОГ 3" — =’ 


дп ор теор 
поэтому 


И (5 5) + (5 ду" ++ (=) — 


УЕ УЕЕ ЕР _ |. 
} ) 


отсюда следует, что и второе тело получит силу -^, 
направленную перпендикулярно к поверхности, урав- 
нение которой 4Г, = 4} == 0, если варьировать х”, у", 
2"; эта поверхность опять-таки представляет собою 
сферу, радиус которой равен }, но центр имеет сво- 
ими координатами 1’, У', 2’, т. е. координаты пер- 
вого тела; таким образом сила /), действующая на 
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второе тело, будет тоже направлена по нити /, со- 
единяющей это тело с первым. 


3) Далее, по отношению ко второму телу, мы 
имеем еще 


ЭМ д” — жи ЭМ зу" — и" ЭМ 5”! — зп 
В в 
следовательно, 


И (5+ (и) + (в) =1. 


Таким образом второе тело будет испытывать еще 
действие силы, равной (|, направление которой бу- 
дет перпендикулярно к поверхности, выраженной 
уравнением 42 ==0, в котором варьируются т”, у", 
2'; эта поверхность будет представлять собою не что 
иное, как сферу, радиусом которой является &; от- 
сюда следует, что сила ци будет направлена по этому 
радиусу, т. е. по линии, соединяющей второе тело 
с третьим. 

Такие же рассуждения можно применить по отно- 
шению к другим телам и притти` к аналогичным вы- 
водам. 

17. Ясно, что сила ^, вызванная в первом теле 
по направлению нити, соединяющей это тело со сле- 
дующим, а также сила, равная /, но противоположно 
направленная, — действующая на второе тело по на- 
правлению той же нити, не могут быть не чем иным, 
как силами, получившимися в результате реакции 
нити на оба эти тела, т.е. натяжения, испытываемого 
частью нити, содержащейся между первым телом и 
вторым, так что коэффициент Х выражает величину 
этого натяжения. Точно так же коэффициент п выра- 
жает натяжение части нити, содержащейся между 
вторым телом и третьим, и так далее. 

Впрочем, при разрешении настоящей задачи мы 
молча допускали, что каждая часть нити не только 
нерастяжима, но и неспособна сокращаться, так что 
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она сохраняет повсюду одну и ту же длину; сле- 
довательно, силы Л, ц,... выражают натяжения 
только тогда, когда они положительны и стремятся 
сблизить тела; но если бы они оказались отрицатель- 
ными и стремились удалить тела друг от друга, то 
они скорее выражали бы те сопротивления, которые 
нить должна оказывать телам Клпатодаря своей жест- 
кости или несжимаемости. 

18. Для того чтобы подтвердить доказанное нами 
выше и одновременно показать новое применение 
нашего метода, предположим, что нить, на которой 
укреплены тела, упруга по направлению своей дли- 
ны и способна удлиняться и укорачиваться, и допу- 
стим, что Ё, С,... представляют собою силы сокра- 
щения соответствующих частей }, &,... нити, содер- 
‘Жжащихся между первым телом и вторым, между 
вторым телом и третьим, и так далее. 

На основании сказанного в пункте 9*) отдела П 
ясно, что силы РЁ, С,... дадут моменты Рай- 
са2-+... | 

Следовательно, эти моменты надлежит прибавить 
к тем, которые получаются вследствие действия 
внешних сил и выражаются, как мы видели выше 
(п. 11), следующей формулой: 


Х’ах - У’ау’ + 2’аз' + Х"’ах" + У"ау’ + 
—- 7’ + Х”ах”- у”ау”- а” -. .., 


после чего мы будем иметь общую сумму моментов 
системы. Поскольку сверх того не имеется никаких 
особых условий, которым должно быть подчинено рае- 
положение тел, мы получим общее уравнение равно- 


*) Для исчисления этих моментов было бы лучше отослать 
читателя к пункту 4 отдела П; там можно найти доказатель- 
ство указанного здесь результата. Что же касается пункта 9, 
то мы уже`отметили, что он предполагает применение видо- 
измененной терминологии, которая связана с известными не- 
удобствами. (Прим, Бертрана.) ` | 
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весия, приравняв просто рассматриваемую сумму 
нулю; следовательно, мы будем иметь 


Х’ат’ + у’ау -- 7’а: а Х”ат” -- У”ау” - 7”а2" Е 
-- Х”ат” -- у”ау” -- та- ... - 
+ Ра!+ бае+...=0. 


Подставив сюда найденные выше (п. 12) значения 
4, 4,...и приравняв нулю суммы членов, связан- 
ных с каждым из дифференциалов 41’, 4у',..., мы 
получим следующие уравнения для равновесия нити 
в рассматриваемом случае: 


/ 


ХО ХЕ ЦС = (, 


‚] 7 8 
ры —0, УНР С У = 0, 
я у " / ИР и 
В 0, Ей 9 0 
] И 7 | И 
С 0, 
5 
У” С У 0, 


и а 


ГАИ о Лиы — = 0: 


эти уравнения аналогичны тем, которые были полу- 
чены в п. 12 для случая нерастяжимой нити, если 
положить ^ =А, ц=С,... 

Отсюда ясно, что величины ЁР, С,...,*), вы- 
ражающие в настоящем случае силы в нитях, 


*) А рг10о ясно, что это должно быть так, и если Лагранж 
не отмечает этого обстоятельства; то это объясняется сообра- 
жением, указанным выше (п. 12). В самом деле, понятно, что 
если равновесие однажды установилось и нить приняла 
известную длину, которая уже больше не изменяется, то без- 
различно, была ли эта длина подчинена условию, что она 
должна оставаться неизменной, или же нет. (Прим. Бертрана.) 
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предполагаемых упругими, являются теми же ве- 
личинами, которые мы нашли выше (п. 16) для сил 
тех же нитей — в предположении, что они нерастя- 
жимы. 

19. Вернемся еще к случаю нерастяжимой нити, 
нагруженной тремя телами, но в то же время пред- 
положим, что среднее тело может перемещаться вдоль 
нити; в этом случае условие задачи будет заклю- 
чаться в том, что сумма расстояний между первым 
телом и вторым и между вторым телом и третьим 
остается неизменной; следовательно, если мы эти 
расстояния попрежнему назовем }{ и в, то будем 
иметь }- 2 = сопзё и, следовательно, а} -- 42 =0. 

Умножим дифференциальную величину а/- 42 
на неопределенный коэффициент Х и прибавим его 
к сумме моментов различных сил, которые согласно 
допущенляю действуют на тела; это даст нам сле- 
дующее общее уравнение равновесия: 


Х’ат' —- у’ау + АМ -|- Х"”ат" + У’ау” -|- ГАА Е 

—- Х”ат" -|- уУ”ау” -- Га -- у (47 = 42) — 0 
откуда (подставив значения 4} и 42 и приравняв 
нулю сумму членов, в состав которых входит один 


и тот же дифференциал 4х’, 4у’,...), мы получим сле- 
дующие уравнения равновесия нити: 


Хе 0 


} у 
7 
ул’ = 0, 
} 
я / 
7—2 — — 0, 
же — хх’ “== 0 "а —0 
Г М от 
у” + СЕТИ у ии = 0. речи и 0. 


па’ И зп 5" — зп 
И" (: 5 __ 5 ) — 0, ут у При — 0, 
А —- —— — Е 
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из которых придется лишь исключить неизвестную 
величину ^. 

Отсюда ясно, как следует поступать в том слу- 
чае, когда имеется большее количество тел, из кото- 
рых одни закреплены неподвижно на нити, а другие 
могут свободно перемещаться по ней. 


$ П. 0 равновесии трех или большего чиела тел, 
укрепленных на негибком и жестком етержне. 


20. Предположим теперь, что три тела соединены 
между собою с помощью негибкого стержня таким 
образом, что они все время должны сохранять неиз- 
менными свои взаимные расстояния; в этом случае 
должны иметь место не только равенства 4} = 0 и 
2 == 0, но и дифференциал расстояния между первым 
телом и третьим, которое мы обозначим через Й, 
тоже должен быть равен нулю; следовательно, если 
взять три неопределенных‘ коэффициента », и, у, то 
получится следующее общее уравнение равновесия: 


Х'’ах' + У’ау + 242 - Х"аз" + у’ау + "аз" + 
+ Х”ат" -- У”ду" -- 7"а2” +- ла! ит 2 -- УИ — 0. 


Значения а} и 4е были уже даны выше; что ка- 
сается значения @Й, то ясно, что 


——————_——_„_—дА——[—[—__ 


ву) 
и, следовательно, 


Я (хх) (ах — ах’) + (у"— у’) (аут ау") (аа) 
— р 


Произведя эти подстановки и приравняв нулю сум- 
мы членов, в состав которых входит каждый из 
дифференциалов 417’, 4у’,..., мы получим следующие 
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девять частных уравнений: 


, д" — д’ д" — хх’ __ 
Х’— Л г > = 
Н / ИТ й 
/ у -У у - У 
у 7 Г У 0, 
, 2" — д 5” — д’ __ 
и — = 2 =0, 


Г В 
у” 4 т у” __ у" + , у” __ у" — 0 
8 в 
р 5" —__ 5" 5" —_ 2” 
и у =0, 


из которых следует исключить три неизвестные не- 
определенные величины ^, п, у, в результате чего 
для условий равновесия останется только шесть 
уравнений. 

24. Прежде всего из самого вида этих уравнений 
явствует, что если три первых уравнения сложить 
соответственно со следующими тремя уравнениями 
и затем с последними тремя, то мы тотчас же полу- 
чим нижеприведенные три уравнения, свободные 
ОТ /, Ц, У, 


ХХ’ ХХ" = 0, 
ууу” = 0, 
ПН 9-9" = 0. 
Ничего нет легче, чем найти еще три других 


уравнения путем исключения,^, п, у; однако для того, 
чтобы этого достичь наиболее простым и наиболее 
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общим способом, я из уравнений предыдущего пунк- 
та сначала вывожу следующие девять преобразован- 
ных уравнений: 


Ху — У — 9 ТРУ __ ух —хУу —0 
] й 
ХХ’ __ 7’ Ш 2х" — 2’2" __ 5’х” — 2’5" __ 0 
у’! __ Ру __ ) р. у" _—_ у’2” у 2’у" __ у’ 5" — 0 
7 й 
Х”у" — У”х и д’ у у ‘х" — х’у" __ 1 ух" — х'у" — 0 
7 8 
ХХ". т + Е —__ д’2й у 57” _—_ д"; __ 0 
] 8 — 
57" —_ у’3" 27" "5" 
у "г" __ 2” ии у —ц = 0 
7 й 
Ху" __ Ух” + и ух" —_ "у" + у у’х" —х’у" — 0 
8 в 
57" —д"з" 5’х” — д’5" 
ХХ". —__ "т | Ц -- у — 0 
` & 7/1 } 
ЗП" — ип" 27а" — ц’з" 
У":” — Гу" + и. у у чу у У 0. 


Г й 
Последние, как ВИДИМ, аналогичны первоначальным 


уравнениям и совершенно так же путем простого 
сложения дают следующие три уравнения: 


Х’у _—_ У ’т"' -- Х”у" __ У”у"” -|- Х”у” __ у” — 0, 
ХХ’ __ 7’ + Х”:” __ Я" + Хх”: —__ "т" — 0, 
Х’: —__ Ру’ -- у” —__ Гу’ -- у”: __ Ту” — 0. 


Три найденных выше уравнения показывают, что 
сумма сил, параллельных каждой из трех осей коор- 
динат, должна равняться нулю, а три найденные 
только что уравнения содержат в себе известный 
закон моментов (если под моментом понимать произ- 
ведение силы на соответствующее ей плечо рычага), 
согласно которому сумма моментов всех сил, под 
влиянием которых тело стремится вращаться вокруг 
каждой из трех осей, должна равняться нулю. Таким 
образом приведенные шесть уравнений представляют 
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собою лишь частные случаи общих уравнений, дан- 
ных в отделе Ш, $ Ти П. 

22. Если бы первое тело было неподвижно, то 
дифференциалы 41’, 4у’, 42 были бы нулями и пер- 
вые из девяти уравнений пункта 20 отпали бы; сле- 
довательно, в этом случае у нас осталось бы только 
шесть уравнений, которые по исключении трех неиз- 
вестных величин ^, ц, у свелись бы к трем. 

Для того чтобы получить эти три уравнения, 
можно воспользоваться тем же приемом, какой был 
применен для нахождения трех последних уравнений 
в предыдущем пункте; для этого следует повести 
дело таким образом, чтобы преобразованные уравне- 
ния уже не содержали неопределенных величин 
Л И у, которые входят в первые три уравнения и 
от которых мы теперь должны отвлечься; а этого 


можно достигнуть с помощью следующих преобразо- 
ванных уравнений: 


Х” (у’ — у’) — у” (2 _—__ 7’) _—_ 
ма") (аа) (У) 


-й Е: — 0, 
Х” (5"— 2) __ Г (х’ _—_ 1’) __ 

__ у (3"— 5’) (х”— д") Е (х"— х’) (5"— 5") — 0, 
у” (2” __ 2’)— 7" (у’— у’) —__ 

ды у) = (9) ("2") 


Х” (у” — у ’) — у” (х” _—_ 7’) —- 
4+ р (у т — у ’) (1”— х") — (х"— х’) (у"— ри ') — 0. 


8 
Хх” (= — 2) — 7” (5 — т ’) —- 
+ у рем 5 ’) (х"— 2") — (х”— 2’) (2"— в") 


8 
У М ( 2"— 5) — 2” (у т — и ’) -- 
и № — 2’) (у 


= 0, 


у" ИИ” УТ. т. >И 
и У“) —(. 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТИКИ 177 


если мы теперь сложим соответственно три первых 
уравнения с тремя последними, то тотчас же полу- 
чим нижеследующие три уравнения: 


ХУ) + 
у)" 2) =0, 

Х (и — в) "(ах 
Хх” (2"—#)— 2" (х"— т) =0, 

Уи фу) + 
Ни") =0, 


которые всегда будут иметь место независимо от 
состояния первого тела, так как они не связаны с 
уравнениями, относящимися к этому телу. Эти урав- 
нения, как видим, содержат тот же принцип момен- 
тов, но только по отношению к осям, проходящим 
через первое тело. 

23. Предположим, что имеется еще и четвертое 
тело, укрепленное на таком же негибком стержне; 
пусть его прямоугольные координаты будут 2, УЁ\, 
21 и силы, параллельные этим координатам, ХТ, 
угу, 7лУ. 

В таком случае к сумме моментов сил следует 
прибавить величину 


ХЕ дату -- Уи + Иа. 


Далее, так как расстояния между всеми телами 
должны оставаться неизменными, то по условиям 
задачи мы имеем не только 4}=0, 4е=0, ай =0, 
как это было в предыдущем случае, но и 4[=0, 
т = 0, 4п = 0, если через [, т, п назвать расстояния 
четвертого тела от первых трех. Таким образом в 
данном случае общее уравнение равновесия будет 


таково. 

Х’ах + У’ау + 24а’ - Х"ал" + У’ау’ + "ах + 

+ Х"”ал” + У”ау" + 7” аз" ии ХГУ -- УТУауУ -- 

—- 71 431% -- ла -- цае--» ай + « 41--рат - вап = 0. 
12 жж. Лагранж, т. 1 
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Значения 4/, 42, Ай здесь те же, что и раньше; 
что касается значений 4, Ат, 4п, то ясно, что 


ИУ, 
п = У ЕУУ У Р, 
У (тУ— в") (уу — у") (му 2"), 
а следовательно, 


(ху —х/) (ат У ах) (ит У у) (вл У ау’) (21У- +7) (аг1У а») 
1 ; 


(«ТУ <" ) (ах У фах" )-+ (у Уи") (ат У—аи")+( У") (а У—а2") 
) 
т 


п 


41 = 


т== 
ап = 

= (хТУ—х") (ах У—ах")-+(уТУ-у") (Уф ау") -+(1У-„")(а\У—аг"). 

п 

Произведя эти подстановки и приравняв нулю суммы 
всех членов, в состав которых входит каждый из 
дифференциалов 4х', 4у',..., мы получим двенадцать 
частных уравнений, из которых первые девять будут 
тождественны с уравнениями пункта 20, если к их 
первым членам соответственно прибавить следующие 
величины: 


жГУ — т’ р УТУ __ у’ ТУ — д 
о О Ё ет 
жТУ — 9” УТУ __ су" ТУ — д" 
` т ? р т ’ р т ) 
хТУ — д" уТУ— у" ТУ а" 
—б ‚ щб — с 
п п п, 


последние же три уравнения будут следующие: 


1 ж1У — жтУ д" ж1У.— д” 
Х1У — О оиы -- ани с —_ = 0, 
ТУ / ТУ | ТУ И 
ТУ 6 У У у - У у У — 
у - 1 о т с т 0, 
ТУ / ТУ и ТУ т 


а и ни СИ = (). 
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24. Так как мы имеем здесь всего двенадцать 
уравнений и шесть неопределенных величин ^, ц, 
у, ©, р, с, которые подлежат исключению, то для 
условий равновесия у нас останется только шесть 
уравнений, как это было раньше в случае трех тел. 
Пользуясь методом, аналогичным изложенному в 
в пункте 21, мы найдем следующие шесть уравнений, 
аналогичных уравнениям, приведенным в упомянутом 
пункте: 


Х'’ -- Х” + Хх” -- ХТУ — 0, 

у’ -- у” -- у” -- угу — 0, 

и’ + И + ии -- ПУ = 0, 
Х’у—У’х-Х"у /”_У"хт "-Х"у"--У”х "+ХЕу ТУ— УТУ У -=0, 
Х' 2 ' 7'--Х"а И — 7х "НХ". т наи дамам ртчалу —=0, 
У’? 7 —7у--У” п —Иу’- У" ИТ Пу" УТУ У — Пу = 0. 

“Гри последних уравнения можно заменить тремя 
нижеприведенными уравнениями, которые можно по- 
лучить, пользуясь приемом, указанным в пункте 22; 
эти уравнения, не будучи связаны с уравнениями, 
относящимися к первому телу, имеют то преимущество, 


что они всегда сохраняют свою силу — независимо 
от состояния указанного тела 


Хх" (у’ __ у’) __ у” (’ __ 1’) -- Хх” (у —__ у) __ 
—У” (1" — 7) + ХМ (ИУ — у’) — У (У — 2) =0 
Хх” (=” — 2’) __ Г (л’— 2’) -- Хх” (=” __ 2’) __ 
д" ы —#) + хт (У — 2) — МУ (5—1) =0, 
у” (3” — — #7" (у" — ’)- у” (2 А — 2’) —__ 
__ р я —__ у’) - тЫ 2) — — 21 (у ТУ —- у’) = 0. 


25. Отсюда уже видно, как следует поступать 
для того, чтобы определить условия равновесия лю- 
бого числа тел, укрепленных на негибком стержне 
или рычаге. Вообще ясно, что для того, чтобы взаимное 
положение тел оставалось неизменным, достаточно, 


12* 
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чтобы взаимные расстояния между первыми тремя те- 
лами оставались постоянными и чтобы расстояния 
каждого из остальных тел от первых трех тоже 
оставались неизменными, — так как положение любой 
точки всегда определяется расстоянием этой точки 
от трех заданных точек. Следовательно, по отноше- 
нию к каждому новому телу, которое прибавляется 
на рычаге, надо применить те же самые рассужде- 
ния и те же самые операции, какие были применены 
в п. 23 по отношению к четвертому телу; каждое из 
них даст три новых частных уравнения с тремя но- 
выми неонределенными величинами, подлежащими 
исключению; таким образом окончательные уравне- 
ния всегда будут представлены в таком же количе- 
стве, как и в случае трех тел, и они будут иметь 
тот же самый вид, как и уравнения, которые мы нашли 
в предыдущем пункте. 

Впрочем, ясно, что эти уравнения содержатся в 
тех уравнениях, которые были найдены нами в об- 
щем случае вп. Зи 9 отд. Ш для равновесия любой 
свободной системы тел. В самом деле, так как вслед- 
ствие несгибаемости стержня расстояния между телами 
не могут изменяться, то отсюда следует, что равно- 
весие будет иметь место, если будут уничтожены 
поступательные и вращательные движения; следова- 
тельно, исходя уже из одних этих соображений, 
можно было бы предыдущую задачу разрешить на 
основании формул, приведенных в указанных выше 
пунктах; нам, однако, показалось в данном случае 
небесполезным дать непосредственное решение, осно- 
ванное на частных условиях задачи. 


$ Ш. 0 равновесии трех или большего числа тел, 
укрепленных на упругом стержне. 


26. Рассмотрим снова случай трех тел, соединен- 
ных между собою стержнем, и предположим сверх 
того, что в точке, где находится второе тело, стер- 
жень обладает упругостью — в том смысле, что рассто- 
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яния от упомянутой точки до первой и последней оста- 
ются неизменными, но угол, образуемый линиями 
соединения среднего тела с двумя другими телами, 
может изменяться и что действие этой упругости 
заключается в увеличении указанного угла, а следо- 
вательно, в уменьшении внешнего угла, образуемого 
одной из сторон и продолжением другой. 

Назовем Ё— силу упругости *) и е--внешний угол, 
который эта сила стремится уменьшить; момент этой 
силы выразится через Ё 4е (отд. П, п. 9), так что 
сумма моментов всех сил системы составит 


Х’ах -- У’ау’ -- 7’: -- Х”ат” -- У’ау’ -- 7”а?” -- 
-- Х”ат” - У”ау” -|- 7” 42” -|- у фе. 


Но условия задачи здесь те же самые, что и в 
п. 12; значит, 4{ == О и 4 =0; поэтому мы имеем сле- 
дующее общее уравнение равновесия: 


Х'’ат' - У’ау + Газ + Х"ах" - У"ау" + 2"а2" + 
-- Х”ах" + У"ау" + 2"4з" + Еае-- ла} + и, 4е = 0. 


Здесь остается только подставить значения 4е, а}, 
4. Значения 4{ и 45 остаются теми же, что и в 
упомянутом выше пункте. 

Для определения значения 4е заметим, что если 
обозначить через Йй прямолинейное расстояние между 
первым телом и третьим, то в треугольнике, имею- 
щем своими сторонами |, 2, й, угол, противолежащий 


*) Слово сила употреблено здесь не в обычном своем зна- 


чении. Лагранж считает очевидным, что если совокупность 
сил, вызванных упругостью, имеет сумму моментов, равную 
нулю, когда угол е является неизменным, то эта сумма может 
вообще считаться пропорциональной 4е; он выражает ее тогда 
через Е 4е,где Е представляет собою силу только в том слу- 
чае, если принять условие, указанное в пункте 9 отд. П. См. 
примечание к этому пункту (стр. 60). (Прим. Бертрана.) 
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етороне Й, составит 180° — е; следовательно, на осно- 
вании известной теоремы мы имеем 


откуда путем дифференцирования можно получить 
значение 4е; но так как согласно условиям задачи 
мы имеем 


ДР == 0 И 42 = 0, 


то достаточно варьироватьеи й, в результате чего по- 
лучится 
В ав 
фе =— = —. 
{15 те 


Если это значение подставить в предыдущее уравне- 
ние, то легко убедиться, что оно получит тот же 
вид, что и общее уравнение равновесия в случае, 


рассмотренном в пункте 20, если только в последнем 
положить Ее - Таким образом и частные 
уравнения будут в обоих случаях одинаковы — с тем 
единственным отличием, что в уравнениях упомяну- 
того пункта величина у является неопределенной и, 
следовательно, подлежит исключению, между тем 
как в рассматриваемом здесь случае эта величина 
представляется вполне известной *) и исключению 
подлежат лишь две неопределенные величины 7 и ц; 
таким образом в последнем случае остается налицо 
одним окончательным уравнением больше, чем в 
упомянутом выше случае, т. е. семь окончательных 
уравнений вместо шести. Но так как, независимо от 
того, является ли величина у известной или нет, 


*) Для того чтобы у можно было рассматривать как извест- 
ную величину, необходимо, чтобы Еи е были тоже известными 
величинами; однако в действительности этого нет: Ё является 


неизвестной функцией е и не поддается прямому определению. 
(Прим. Бертрана.) 
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ничто нам не мешает исключить ее вместе с другими 
величинами ^ и |, то ясно, что в настоящем случае 
мы имеем те же самые уравнения, какие были най- 
дены нами в пунктах 21 и 22; а для того, чтобы по- 
лучить седьмое уравнение, нам достаточно будет 
исключить ^ из первых трех уравнений, или же ц 
из последних трех, входящих в состав девяти част- 
ных уравнений пункта 20,— и затем вместо у под- 

ЕЁ 
3 те ° 

27. Впрочем, если бы мы в значении 4е не поже- 
лали принять 4} и 42 равными нулю, то мы имели 
бы выражение следующего вида: 


ставить его значение — 


р 4В 
4е =— ще + А ат -- Вав, 
где А иВ являются функциями [, в, й, зше. В этом 


случае три члена В ае + ^аР- и48 общего уравнения 
приняли бы следующий вид: 


а 4% + (Ел + ^) 41 + (ЕВ + р) 48. 


Но так как Х и цявляются двумя: неопределенными 
величинами, то ясно, что вместо них можно подста- 
вить ^— РА, „— ЕВ, в результате чего упомянутая 
величина получает ею вид: 


ав Ла шаг, 


— нае зше 


как если бы [иг в выражении для 4е были посто- 
янными величинами. 

Если бы с помощью упругих стержней было свя- 
зано друг с другом большее количество тел, то урав- 
нения, необходимые для равновесия этих тел, можно 
было бы найти, пользуясь тем же способом. И во- 
обще наш метод дает всегда с одинаковой легкостью 
условия равновесия системы тел, связанных между 
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собою любым образом и находящихся под действием 
любых внешних сил. Расчет ведется, как видим, 
всегда одинаковым способом, что следует признать 
одним из главнейших преимуществ этого метода. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


О РАВНОВЕСИИ НИТИ, ВСЕ ТОЧКИ КОТОРОЙ 
НАХОДЯТСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ КАКИХ-ЛИБО СИЛ, 
И КОТОРАЯ РАССМАТРИВАЕТСЯ КАК ГИБКАЯ ИЛИ 
НЕГИБКАЯ, ИЛИ УПРУГАЯ, Н В ТО ЖЕ ВРЕМЯ— 
РАСТЯЖИМАЯ ИЛИ НЕРАСТЯЖИМАЯ. 


28. Здесь представляется уместным применить 
метод, который мы изложили в 8 П отдела ТУ. 

Для большей простоты мы будем всегда предпо- 
лагать, что все внешние силы, действующие на ка- 
ждую точку нити, сведены к трем силам Х, У, С, 
направленным по прямоугольным координатам х, у, 
< этой точки. Следовательно, если мы назовем ат 
элемент этой нити, который пропорционален элемен- 
ту 45 кривой линии, умноженному на плотность нити, 
то для суммы моментов всех указанных сил по 
отношению ко всей длине нити мы получим следую- 
щую интегральную формулу (отд. ТУ, п. 12): 


№ (Хх -- Уи - 752) ат: 


а так как величина Хх -- Убу-- 0652 представляет 
собою не что иное, как величину Рар-- 04а 
- А4"-... (п. 1), преобразованную для того случая, 
когда силы Р, 0, В,... таковы, что эта величина 


становится интегрируемой, то, обозначив ее инте- 
грал буквой П, мы получим, как в пункте 25 отдела ТУ, 


Х дл Убу- 252 = 61, 


и сумма моментов выразится через №5П ат. 
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$ Г. 0 равновевии гибкой и нерастяжимой нити. 


29. Рассмотрим сначала случай совершенно гиб- 
кой и нерастяжимой нити. Так как элемент 4$ кри- 
вой, образуемой нитью, выражается через 


У 422 -{ ду? - 42?, 


то ввиду условия нерастяжимости нити необходимо, 
чтобы 45 было постоянной величиной и, следователь- 
но, чтобы по отношению к каждому элементу нити 
имело место следующее неопределенное условное урав- 
нение: 545 =0. Поэтому, если мы 545 умножим на 
неопределенную величину ^ и возьмем полный инте- 


грал, то мы получим №).5 45; ‚если У нас сверх того 

никаких условных уравнений не имеется, то мы по- 

лучим общее уравнение равновесия, если приравня- 

ем нулю сумму двух интегралов УП ат и №5 45. 
Но так как 45 =У 42? -- 4у? -- 422, то путем диф- 

ференцирования в смысле 5 мы получим 

4х8 ах | аубау - 45643 . 


9 4$ = -е 


следовательно, 
__ ах ау д. @3 . 
$28 45 = №. 54 + №^ 1-8 ау -- №» 3. 842; 


переменив 84 на 46 и проинтегрировав по частям — 
с тем, чтобы избавиться от символа 4 перед 5, — на 
основе правил, изложенных в пункте 15 отдела ТУ, 
мы получим следующие преобразованные уравнения: 


4х __ ди 47" и ‚ ах’ с,’ х ах 
М =. 842 =^ пт 8%" — № 3 8 — №4 у. 82, 
ду и Чу” п , у’ , А ау 
43 „ 45” р ‚ 43’ , Хх 43 
ВА. 542 =^ 57 92 Ще 81 — а. Хх. 
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Таким образом общее уравнение равновесия приобре- 
тет следующий вид: 


$ | (хат—а 8 + (У4т—а Зи + 
+ (24т— а) 82 | -- 
„аа 


+ де 55 + бу’ 52 —— 


Цх” 


/ 
—^ 48’ 


5% Ш, вм а: -—92 = 0. 


30. Сначала положими равными нулю (отд. ТУ, 
п. 16) коэффициенты при 85, бу, 52 под знаком ин- 
теграла и получим следующие три частных и неоп- 
ределенных уравнения: 


лах 


хата =0, 

Удт—а^99 =0, 
45$ 

2ат—а^ “2 0: 
45 


по исключении неопределенной величины Л у нас 
останутся два уравнения, которые послужат для 
определения кривой, образуемой нитью. 

Это исключение очень легко осуществить: для 
этого достаточно только проинтегрировать приведен- 
ные уравнения, что даст нам следующие уравнения: 


ах 
А. = А | Хам, 
ду В+ У ат 
4$ _ ) 
43 

4 =С+ \ 24т, 
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где А, В и С — произвольные постоянные; далее, 
после исключения Х получится 


аи _ В+] Уат а _О+ ат 
4х АЗ} хат. 4х А+ | Хат 


эти уравнения совпадают с известными формулами 
цепной линии. 


Если бы мы захотели прямо притти к чисто диффе- 


) 


ренциальным уравнениям, не содержащим знака \, 
То можно было бы найденные уравнения привести 
к следующему виду: 
Хат — а — 42 4) = 0, 
45 45 
Уат — 4 <" — 9 0, 
$ 45 
рат — ^а -* — 4 0, 
45 45 


откуда, после исключения 4), мы получим сначала 
следующие два уравнения: 


Хх ау-— У4х —_ ау ах ау 
№ ат =^( 38 Че — 294), 
Хх 45 — ах 43 4х ах 42 
О ат = (3 41—42 44). 
Затем, если те же уравнения помножить соответ- 
4х ау 4 


ственно на —, -_, -—- и затем сложить, то в силу 
45$ 4$ ’ 4$ 

соотношения 

4х 4х у и 42 1 742? -- ау? + 4= _ 0 

Ч +4 Ч 1 аа 4; =3 4 48? —_ 

мы получим ране 


(Хе У +242 ) ат = а: 


в это последнее уравнение остается только подставить 
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последовательно значения 7), полученные из двух 
предыдущих уравнений. 

31. Так как величина )645 может представлять 
собою момент некоторой силы Л, стремящейся умень- 
шить длину элемента 4$ (отд. ТУ, п. 6), то член 


№7545 общего уравнения равновесия нити (п. 29) 
выразит сумму моментов всех сил ^, которые мы 
можем себе представить действующими на все эле- 
менты нити. В самом деле, благодаря своей нерастя- 
жимости каждый элемент противостоит действию 
внешних сил, и это сопротивление обычно рассматри- 
вают как активную силу, которую называют натя- 
эжением. Таким образом Х представляет собою натя- 
жение нити. 

32. Что касается условия нерастяжимости нити, 
которое выражается неизменностью каждого эле- 
мента кривой 4$, то его нельзя ввести в уравне- 
ние взамен неопределенной величины ^, как это 
можно сделать в том случае, когда нить образует 
собою многоугольник, — так как согласно природе 
дифференциального исчисления абсолютное значение 
элементов кривой и вообще всех бесконечно малых 
элементов остается неопределенным; однако по тем 
же основаниям нет нужды в том, чтобы число 
уравнений было равно числу переменных; для опре- 
деления линии,будь то линия простой, или двой- 
ной кривизны, достаточно иметь уравнений на единицу 
меньше, чем переменных. Таким образом решение, 
найденное нами с помощью нашего метода, является 
с точки зрения дифференциальных уравнений полным и 
требует лишь последующего интегрирования, кото- 
рое уже зависит от выражений для сил Х, У, &. 

33. Рассмотрим теперь те члены общего уравнения 


п. 29, которые не находятся под знаком №, и допустим 
сначала, что нить совершенно свободна. В таком 
случае вариации 6х’, $у’, 6: и 9х’, 6и", 95’, со- 
ответствующие двум крайним точкам нити, будут 
совершенно неопределенными и произвольными; сле- 
довательно, каждый член, в состав которого 
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входят эти вариации, должен сам по себе быть рав- 
ным нулю. Таким образом мы должны иметь ^'=0и 

= 0, т. е. значения 7 в начале и в конце нити должны 
быть равны нулю.Этим условиям можно удовлетворить 
при посредстве постоянных величин. Первые три инте- 
гральные уравнения п. 30 дают для первой точки 


НИТИ, где величины, выраженные знаком , равны 
нулю, 
4х’ 4у’ 42’ 
/ ? / 
Х Ч =А, ^ 457 = В, А = С, 


В 1 
а для последнеи точви, где знак \ превращается в У, 


^" Е = А+ Хам, 
3! 


^” ву = В+ \Уат, 
№ = С +8 2ат; 


поэтому в рассматриваемом случае мы имеем 


А=0, В=0, С =0 


И 


%<Хат=о0, ЗУдт=0, 8бат=0. 


Эти три уравнения, как видим, соответствуют урав- 
нениям пункта 12 настоящего отдела. 

34. Предположим, во-вторых, что нить закреплена 
на одном из своих концов или на обоих концах. 
Если нить закреплена на первом своем конце, то 
вариации 6х’, бу’, 62 равны нулю, поэтому доста- 
точно приравнять нулю коэффициенты вариаций 
ох’, бу’, 92,, т. е. положить Л" =0. 

По тем же основаниям, если второй конец непо- 
движен, достаточно положить ^’=0. Если же оба 
конца закреплены, то не приходится выполнять ника- 
ких особых условий, так как все вариации 5х’, дУ’, 
62,05’, бу’, 65’ равны нулю. 
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35. Предположим, в-третьих, что концы нити 
прикреплены к кривым линиям или поверхностям, 
по которым они могут свободно скользить. Нусть, 
например, будут 


7. — а 41 -- ру’, 2” — а’ал’ -- Рау’ 


— дифференциальные уравнения поверхностей, на 
которых закреплены первая и последняя точки нити. 
Тогда, меняя символ Я на 6, мы получим 


92 — ава” -- бу, 92" — а’8х -- 0’бу’; 


эти значения следует подставить в рассматриваемые 
члены и затем приравнять нулю коэффициенты ва- 
риаций 6х’, бу’ 5х’, бу". 

Вообще, ту часть формулы, которая не ваходится под 
знаком интеграла в общем уравнении равновесия, мож- 
но трактовать таким образом, как если бы она суще- 
ствовала отдельно и как если бы она представляла 
собою уравнение равновесия двух отдельных тел, 
укрепленных на концах нити. 

36. Предположим, например, что нить прикреплена 
обоими своими концами к концам рычага, который 
может поворачиваться вокруг некоторой неподвижной 
точки. Пусть а, 6, с будут три прямоугольные ко- 
ординаты, определяющие в пространстве положение 
этой неподвижной точки, т. е. точки опоры рычага; 
пусть, дальше, } представляет собою расстояние 
между точкой опоры и тем концом рычагая к кото- 
рому прикреплен первый конец нити; г — расстояние 
между той же точкой опоры и другим концом 
рычага, к которому прикреплен второй конец нити; 
й — расстояние между обоими концами рычага, а 
следовательно, и между обоими концами нити; ясно, 
что эти шесть величин а, 6, с, |, в, й даны самой 
природой задачи; вместе с тем легко видеть, что 
если х’, У’, 2 представляют собою координаты начала 
кривой, образуемой нитью, и х', у’, 2’— координаты 
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конца той же самой кривой, то мы имеем 
1=У(а—#)* + (6 — У) + —2), 
в=У (а— 2") (6 уе), 
= У’ — буи 2). 

А так как величины [, ©, й — постоянные, то при 
дифференцировании этих трех определенных условных 
уравнений в смысле $ мы получим 

(а—ж) 6х + (6 — и) бу - (с- #)52' =0, 

(а —5”) КИ -- (6 —у”) бу” -- (с— 2°) 92” — 0, 

(х’ —4) (бх’ __ 6х’) -- (у’ — у’) (бу — 6) + 

+ (3” __ 2’) (55” —_ $2’) — 0 
Каждое из этих уравнений следует помножить на 
неопределенный коэффициент и затем все эти уравне- 
ния прибавить к общему уравнению равновесия. Таким 
образом, если взять ох, В, у в качестве упомянутых 
трех коэффициентов и приравнять нулю коэффициенты 
шести вариаций 65’, 8’, 82, 9%’, ди", 65’, то мы 


получим точно такое же количество частных опреде- 
ленных уравнений, а именно: 


и(а—а') — ("2—4 =0, 
‚4 
‚ 45’ 


и (е— 2) —\ (2"— =) —^ 1-7 = 0, 
И ” ’ ах" 
В(а—#) + у(2”— 2) + № ам =0. 

{ и п 7 „ 4" 
В — У) у (и фи) ^ т = 0. 


В(е— =’) + у (2" 2х =, = 0. 
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Путем исключения «, В, у приведенные шесть урав- 
нений сведутся к трем. 

Если затем эти три уравнения соединить с при- 
веденными выше тремя условными уравнениями, то 
мы получим возможность определить положение обоих 
концов нити. 

Из изложенного ясно, как следует вести расчет 
в других подобных случаях. 

37. Наконец, если помимо сил, действующих на 
каждую точку нити, имеются еще особые силы, 
приложенные к обоим концам нити и заданные 
величинами Х,’У’, 0’ для первого конца нити и вели- 
чинами Х”, У”, #” для второго конца, то эти силы 
дадут моменты 


ХХ’, -|- У’бу -- 757 -- ХХ” + У’бу" —- 775"; 


это выражение следует прибавить к первому члену 
общего уравнения равновесия, т. е. к той части его, 
которая не находится под знаком интеграла; вследствие 
этого упомянутая часть примет следующий вид: 


(х "| №42») д" (у "-|- ма Зи" (2+ › а) а" + 
-- (Ж+ ^ =) ба; -|- (у— 9) $у’-- (2— м9") $2’; 


с этой частью следует поступать в различных случаях 
таким же образом, как это было показано в преды- 
дущих пунктах. 

38. Предположим теперь, что нить, все точки 
которой находятся под действием одних и тех же 
сил Х, У, ПД и концы которой сверх того находятся 
под действием сил Х’, У’, 7’, Х", У", #", — должна 
лежать на заданной кривой поверхности, уравнение 
которой 


42 = рат -- дау, 


и что требуется определить фигуру и положение 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТИКИ 193 


этой нити на указанной поверхности, когда нить 
находится в равновесии. 

Эта задача, которую, вероятно, было бы трудно *) 
решить с помощью обычных законов механики, ре- 
шается очень легко с помощью нашего метода и наших 
формул. В самом деле, из заданного уравнения по- 
верхности, меняя символ (4 на $5, мы получаем 


05 = рёх -- 959; 


таким сбразом остается только подставить это зна- 
чение дифференциала 52 в члены, стоящие под знаком 
интеграла общего уравнения равновесия нити (п. 29) 
и затем приравнять нулю отдельно величины, в состав 
которых.входят вариации 6х и 6у. Указанным путем 


мы.получим два следующих неопределенных урав- 
нения: 


лах х 45 
Хат—4^< +2(2ат—а _ =0, 


лау л 4=\ __ 
Уат — а 2 +4 24т—а =) =0, 


которые, будучи соединены с уравнением 43 = 
= рах -- 44у поверхности и затем путем исключения 
освобождены от неопределенной величины Х, послужат 
для определения формы кривой равновесия нити. 

39. Далее, так как мы допустили, что нить всей 
своей длиной лежит на указанной поверхности, то 
мы и для обеих крайних ее точек имеем 


= ра РЗ п бр" 9’. 


*) Непонятно, почему Лагранж считал, что эту задачу 
трудно разрешить непосредетвенно. Те уравнения, к которым 
он приходит, просто указывают, что оба натяжения на краях 
элемента, будучи соединены © силами, воздействующими на 
этот элемент, дают результирующую, направленную нормально 


к поверхности. Это условие представляется ясным а ртом. 
(Прим. Бертрана.) 


13 ж. Лагранж; т. 1 
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Внесем еще эти значения в члены, не стоящие под 
знаком интеграла в общем уравнении, или, еще лучше, 
в формулу, приведенную в пункте 37, в которой 
приняты во внимание и силы Х’, У’, (',...; затем 
приравняем пулю отдельно величины, в состав кото- 
рых входит каждая из четырех оставшихся вариа- 
ций 095’, 9у’, 9х’, 8у’; тогда мы получим четыре 
следующих новых определенных уравнения: 


ХИ Ни(Е 40, 
У (Хе) =0, 
ХИ (+9) =0, 
Уи "(+ ат) =0, 


которым следует удовлетворить при посредстве по- 
стоянных. 

40. Однако вместо того, чтобы, как мы это выше 
делали, подставить значение 52, выраженное через 
бх и 8у с помощью уравнения 55 — рёх — 9ду =0, 
можно было бы рассматривать это последнее урав- 
нение как новое неопределенное условное уравне- 
ние; тогда следовало бы это уравнение помножить 
на другой неопределенный коэффициент п, взять от 
него полный интеграл и прибавить к общему урав- 
нению равновесия (п. 29). В результате этого часть 
уравнения, находящаяся под знаком интеграла, по- 
лучила бы следующий вид: 


9 [(х ат—а^4® — р) д (у ат—а^49 — ч) и 


+ (2ат— а +в) 52 | 
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и мы тотчас же получили бы три следующих не- 
определенных уравнения: 


Хат — 4^1® —р=о0, 
$ 

ла 
У4т — а — 54 =0, 
7а ИТ —0. 


которые, после исключения п, дали бы те же самые 
уравнения, какие мы уже нашли раньше (п. 38). 
Однако последние уравнения имеют известное пре- 
имущество, так как они одновременно дают возмож- 
ность, на основе теории, изложенной в пункте о 
отдела ГУ, определить давление, оказываемое ка- 
ждым элементом нити на поверхность. 

В самом деле, из указанной теории легко выве- 
сти, что члены 


(82 — ра — 489), 


получающиеся из условного уравнения 
595 — рол — аду =0, 


могут выражать действие силы, равной ци У 1-1 р? 9? 
и приложенной к каждому элементу 4$ нити по 
направлению, перпендикулярному к поверхности, 
уравнение которой 


62 —р.0х — 99у = 0, 
или 
4: — рах — а4у =0, 


т. е. к поверхности, на которой лежит нить. Эта 
поверхность благодаря своему сопротивлению разви- 


вает силу цу 1-- р?-+- 42, которая, следовательно, 
13* 
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равна и направлена противоположно давлению, ока- 
зываемому на нее нитью (отд. ТУ, п. 7); таким об- 


.. ВУ 1-Е 2-4? 
разом давление Каждои точки нити равно 48 
или, если подставить значения ц, ир, #4, получен- 


ные из приведенных выше уравнений, 
1^ 47 Се лау лаз 
Хт — Иа +" 4 5) | бат—а = 


Те же самые рассуждения следует затем приме- 
нить К той части общего уравнения, которая нахо- 
дится вне знака %, что приведет к аналогичным 
выводам. 

41. Если нить, лежащая на заданной поверхно- 
сти, находится только под действием сил, прило- 
женных к ее концам, то Х=0, У=0, Й=0 и, 
значит, 4Х =0 (пункт 30); таким образом в данном 
случае Х равна постоянной величине. Следовательно, 
натяжение нити повсюду одно и то же (п. 31), что 
совпадает с тем, что нам было известно уже и рань- 
ше. В этом случае общая формула равновесия нити 
сведется к уравнению 


^95 45 + № (52 —р52 —95у) =0, 


первый член которого равен также ^5 % 4$, или ^ 55. 


Таким образом это уравнение выражает, что длина 
кривой, образуемой нитью на поверхности, задан- 
ной уравнением 45—рах—94у=0, должна быть 
максимумом илй минимумом; давление, оказываемое 
нитью на каждую точку этой поверхности, будет 
тогда равно 


и 192 2 а4у\? 422. 

( а) +(22) + (а 1) 

д ——— 
4$ 
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ах`\2 ау`\2 43`\\?2 , 
Но известно, что И (=) +(а2) +4) выража- 


. ., 4$ 
ет угол смежности кривои, который равен ея где 


о — радиуе кривизны. ‘Таким образом указанное 


л . 
выше давление равно 5, т. е. оно обратно пропор- 
ционально радиусу кривизны. 


8 П. 0 равновесии гибкой и вместе е тем 
поддающейся растяжению и сокращению нити 
или поверхности. 


42. До сих пор мы предполагали, что нить нера- 
стяжима; теперь же рассмотрим ее в предположе- 
нии, что она подобно пружине способна растяги- 
ваться и сокращаться, и пусть Г будет та сила, с 
которой каждый элемент кривой, образуемой нитью, 
стремится сократиться; тогда, аналогично тому, как 
это было в пункте 18 (поставив 4$ вместо } и пере- 
менив символ 4 на 5), мы получим момент этой 
силы 2645 и в качестве суммы моментов всех сил 
сокращения, действующих по всей длине нити, вы- 
ражение $Ё 64$. Этот интеграл &Е64$ следует в 


данном случае прибавить к интегралу 
У (Х д - Убу-- 2852) 4т, 


выражающему сумму моментов всех внешних сил, 
действующих на нить (п. 28); приравняв всю сумму 
нулю, мы получим общее уравнение равновесия 
упругой нити. 

Легко видеть, что это уравнение будет иметь 
такой же вид, как уравнение, приведенное в пункте 
29 для случая нерастяжимой нити, и что при замене 
Е величиной ) эти уравнения станут тождественными. 
Таким образом для рассматриваемого теперь случая 
мы имеем те же частные уравнения равновесия 
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нити, какие были найдены нами в пункте 30; в по- 
следних следует лишь подставить Ё вместо \. Если 
же величину Г исключить — подобно тому, как мы 
исключали величину ^, —то для кривой, образу- 
емой растяжимой нитью, мы получим два уравне- 
ния, которые будут совершенно тождественны с 
уравнениями, имеющими силу’ для нерастяжимой 
нити, 

43. Что касается величины Р, выражающей упру- 
гость или силу сокращения каждого элемента 4$, то 
представляется естественным выразить ее с помощью 
функции растяжения, испытываемого ‚ этим элемен- 
том под действием сил Х, У, &. Таким образом, если 
допустить, что 4с —это первоначальная длина 4$, 
можно на ЁР смотреть как на заданную функцию 


==; НО так как согласно природе дифференциального 


исчисления абсолютное значение элемента 45 остает 
ся неопределенным, то и значение РГ тоже остается 
неопределенным и может быть установлено только 
с помощью одного из трех уравнений равновесия 
нити. Таким образом, хотя в настоящем случае наш 
анализ как будто дает одно лишнее уравнение, одна- 
ко в действительности он дает только те уравнения, 
которые необходимы для определения кривой, обра- 
зуемой нитью, а также сопротивления каждого из 
ее элементов. 

Так как величина Х решения, приведенного в 
пункте 30, в точности соответствует величине Р, 
выражающей фактическую силу, с какой каждый 
элемент нити натягивается под действием внешних 
сил, то отсюда следует, что и величину Х можно 
рассматривать как выражающую натяжение нерас- 
тяжимой нити. Последнее мы уже установили 
а рг1огт в пункте 31. 

44. Применим теперь те же принципы к опреде- 
лению равновесия поверхности, все элементы ат 
которой способны растягиваться и сокращаться. 
Элемент поверхности, координаты которого равны 
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х, у, 2, если 2 рассматривается как функция хи 
у, — выражается с помощью формулы 


И: + (=) +=) + (2 агау. 


Поэтому, если обозначить через ЁР*) силу упру- 
гости, с которой этот элемент стремится сократить- 
ся, то сумма моментов всех эгих сил выразится с 
помощью двойного интеграла 


8 И 1+ (2) + (=) 
У% 1+ (5) + (=) ат ау 
Если этот интеграл прибавить к двойному инте- 


гралу ["] 
ЧУ (Хдх - Убу-+ 252) ат, 


в котором Ат является элементом поверхности, то 
мы получим сумму моментов всех сил, которая при 
равновесии должна равняться нулю. 

Положив, как в пункте 31 отдела ТУ, 


5: =4, 2, =<4, И ИТ? = 


мы получим 
и 7 00 _ 3 
ат =Пах4ау и 2=- 5 =; 


— 


*) Приведенный способ определения совокупности сил, раз- 
виваемых упругостью в одной точке, представляется недоста- 
точно обоснованпым. Правда, здесь, равно как и раньшо 
в ряде случаев, Паграпж употребляет слово сила в таком 
смысле, который отклоняется от обычного; однако ниоткуда 
не следует, чтобы сумма. моментов сил, действующих на один 
элемент, была пропорциональна сокращению элемента. Мы 
можем даже прибавить, что это утверждение петочно. Пуас- 
сон отметил это обстоятельство в Метошез 4е РозИиИи за 
1812 г.; впрочем, предложенное им решепие тоже не обладает 
достаточной общностью: оно предполагает, что силы натяя:е- 
ния прямоугольного элемента направлены перпендикулярпо 
к сторонам этого элемента, а это в общем случае не имеет 
места. (Прим. Бертрана.) 
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следовательно (п. 33, 34 отд. ТУ), 


ве 5 КУО т + 5”), 


5 (0 вау) = [50 +0 (552 + “>. 4х ау. 


Если эти значения подставить в двойной интеграл 


$5 25 (Пат ау) и путем интегрирования по частям 
избавиться от частных дифференциалов вариаций, 
обозначенных через 5, то мы получим 


$ (зу ++ зи) 42+ З(Из+ и) Рау + 


— $8 (25„ — ‘0 = 2+( Ру — бу” ву зи | 4 ау, 


где 


и Ру 


би =062 —20х —2,06у (см. указ. пункты). 


Простые интегралы по х и у относятся к грани- 
цам; в случае, если мы допустим, что края поверх- 
ности закреплены неподвижно, эти интегралы сами 
собою исчезают, так как при этих условиях вариа- 
ции 6х, ду, 92 во всех точках контура поверхности 
равны нулю. 

Если члены, стоящие под двойным знаком 5, 


сложить с членами двойного интеграла & (Хаж- 


+ Узу+ 252) 0 ахау и отдельно приравнять нулю 
коэффициенты вариаций 6х, 6у, 52, то мы получим 
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следующие три уравнения *): 


ХО а" =0, 


дх 


и ОСЕ 


20 —У =0. 


Первые два уравнения дадут значение силы РЁ, 
которую следует подставить ‘в выражение У ` треть- 
его уравнения, так что при окончательном анализе 
мы получим для определения поверхности равнове- 
сия только одно уравнение в частных производных. 

Хотя мы и должны предположить, что сила Ё 
является известной функцией элемента Ат поверх- 
ности в ее состоянии сжатия или расширения, она 
в действительности не становится от этого менее 
неопределенной, так как абсолютный размер эле- 
мента поверхности не может быть введен в расчет; 
таким образом значение Ё может быть определено 
только с помощью самих условий равновесия: здесь 


мы имеем дело со случаем, аналогичным случаю, 
рассмотренному в п. 43. 


*) Здесь следует отметить, что заключения Лагранжа 
оказались бы несостоятельными, если бы допустить, что 6х 
является функцией одной только переменной х, а бу — функ- 
цией одной только переменной у, как можно было бы попы- 
таться сделать, вспомпив о предпосылках, на которых осно- 
ваны (отд. ГУ, п. 33, 34} формулы, примененные здесь Ла- 
гранжем. Действительно, для того чтобы интеграл 


$$ (45: + В бу--С 5=) ах ау 


был равен нулю па основе этих предпосылок, уже необяза- 
тельно, чтобы в каждой точке было А=В=С=0, но 
достаточно, чтобы было %“Аду=0 для всех значений 
х, 8 Вах =0 для всех зпачений у и С =0 для всех значений 


хи у. Сопоставьте это замечание © примечанием, относящим- 
ся к пункту 31 отд. ТУ. (Прим. Дарбу.) 
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45. Для того чтобы исключить величину Ё, под- 
ставим в два первых уравнения значение У, най- 
денное из последнего; тогда эти уравнения примут 
следующий вид: 


д 9 ОЕ 
И(х+2 +, 9 =0, 


ОЕ 
((х+7 5: Е, 9 = 0. 
Пуеть, как в пункте 28, 
Х ах + Удау-+ 24: =аП; 


тогда, поскольку 2 считается функцией х иу, мы 
имеем 

ЭП 93 

5: =Х-+б 5, 5 = У + 252 
и приведенные два уравнения, по разделении их на 
(7, преобразуются к следующему виду: 


эп __дР 0П_дЕ 
д 0’ ду оду’ 
из чего получается просто следующее: 
АП = аЁ, 
откуда 
Е=И-а. 
Этот вывод совпадает с выводом пункта 36 отдела 


ГУ. Далее, если П рассматривать как функцию фт, У, 
2, то третье уравнение даст 


/ Ет, 
9П 9 т 
О в =0} 


это и есть уравнение поверхности. 
Если поверхность очень мало отличается от пло- 
скости, так что ордината 2 очень мала, тогда, отбро- 
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сив`бесконечно малые величины второго порядка, 
мы получим 

И = 1; 
но 


Е=П-а, 


где а — постоянная величина, следовательно, уравне- 
ние поверхности имеет следующий ВИД: 


о 0. 


Если предположить, что имеется только сила тя- 
жести &, действующая по направлению координаты 
& в сторону ее увеличения, то мы получим ПН = — 82; 
следовательно, отбрасывая вторые измерения 2, мы 


будем иметь 
928 0; 
“(ая )= 8 


Это уравнение вообще интегрируемо, но только с по- 
мощью мнимых функции, благодаря которым это 


решение становится мало пригодным для примене- 
ния [1], 


$ Ш. 0 равновесии упругой нити или пластинки. 


46. Обратимся снова к случаю нерастяжимой нити, 
но вместо того, чтобы принять ее совершенно гибкой, 
как мы это делали до сих пор, допустим, что она 
упруга — в том смысле, что в каждой точке ее имеется 
сила, назову се ЕЁ, которая противодействует изги- 
банию нити и которая, следовательно, стремится 
уменьшить угол смежности *). Если мы этот угол на- 


*) Принятое Лагранжем выражение для исчисления сум- 
мы моментов сил упругости неприменимо по отношению к 
кривым двойной кривизны. Это отметил Бине (В1теё) в Х томе 
Тойтпа! де 1’Есо1е Ро1уюсртаие. См. также мемуар Пуассона, 
входящий в П том СотгезропЯапсе зат 1’Ёсо]е Ро|убесвшаче. 
Эти геометры правильно отмечают, что в выражение суммы 
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зовем е, то, как и в пункте 26 (подставив только 6 
вместо 4), мы получим для момента каждой силы Ё 
выражение Ё $е; следовательно, ЖЕ $е будет суммой 
моментов всех сил упругости, действующих на нить 
по всей ее длине, которую надо будет прибавить к 
первому члену общего уравнения равновесия, выве- 
денного для случая нерастяжимой и совершенно гиб- 
кой нити (п. 29). 

Вся трудность задачи заключается в том, чтобы 
придать интегралу Е $е подходящий вид; для этого 
следует начать с определения значения е. Выше мы 
нашли (п. 26) 

Р + 22 — ЙА? 


—- с0%е = 
2}: 


откуда следует 
р — (Рг—№) 
р 
Для того чтобы эти формулы применить к рассматри- 
ваемому случаю, достаточно заметить, что координаты 


7 И и ША МА М 


у, м, у, м”, У", &", с помощью которых мы 
выразили величины }, &, Й (п. 12 и 20), здесь превра- 
щаются в х, У, 5; Х-- 4х, у--ау, 85-45; х--2ах-- ах, 
у -- 24у + 429, 5 + 243 - 422; так что мы имеем 


12 = 412 -- ду? -- 42? = 48°, 
22 = (4х -- 425)? -- (ау -- 429)? -{ (43 -- 428)? = 
= 412 -. ду? -- 422 -- 2 (4х а?х -- ду а?у - 43 а?) 
++ (46) + (Чу) + (аа) — 
= 253 + 248 аз + (425)? + (ау) + (42), 
12 = (24х -- 42%)? - (24у -- 429)? - (243 -- 428)? = 
— 4452 -- 445$ 425 -- (4х)? -- (а*у)? + (42)?. 


$112е = 


моментов следует ввести член, пропорциональный вариации 
угла между двумя поеследовательными соприкасающимися 
плоскостями. (См. статью в конде настоящего тома.) (Прим, 
Бертрана). 
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Таким образом 


2 - 22 — 1? = — 2452 — 24$ 425 
и 
4} — (72 -- 22 — 12)? = 445% + 8458425 
+ 448 (аа) + (Фуа + (432)*] —4 (58 + аз ав = 
= 448 [(425)8 + (ау) + (432)? — (435) 


Если отбросить бесконечно малые третьего поряд- 
ка, то мы получим 


(42)? (42)? (а)? — (425) 


$112е — = о 
42 


Так как это значение 31п?е представляет собой бес- 
конечно малую величину второго порядка, то отсюда 
следует, что зше, а следовательно, и угол е, является 
бесконечно малой первого порядка, так что 


@ 
4$ ) 


эта формула представляет собою выражение угла сме- 
жности любой кривой двойной кривизны: она нахо- 
дится в соответствии с выражением, приведенным 
в пункте 44. 

47. Продифференцируем теперь е в смысле для 
того, чтобы получить значение $е. Так как благо- 
даря условию нерастяжимости нити мы имеем уже 
9 45 =0 (п. 29), а следовательно, и 4545 = $425 = 0, 
то при дифференцировании, о котором идет речь, 
можно 45 и 42$ рассматривать как постоянные вели- 
чины. Таким образом мы получим 


__ 422 6 4*х - а?уба?у + 4273 8 а2з 
а5У (42)? + (ау): - (423)? — (425)? 
Подставив это значение в ® Ее и положив для крат- 


кости 
Е 
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мы будем иметь 
УЕ 4е = № Та?х 5 ах + №142 $ ау -- $1424 5 42%. 


Если с этими выражениями поступить по прави- 
лам, изложенным в п. 15 отд. ТУ, переменив сначала 
символ 64 на 465 и затем проинтегрировав по частям 
с тем, чтобы добиться исчезновения символа 4 перед 


д, то мы получим следующие преобразованные выра- 
жжения: 


$1425 5 425 = + "аз" ада" — а (1 "ах”) 5х" — 

— Газа а (Га2л’) 5’ В а? (1а2т)5х, 
№142у 8 4?у = -- ['4?у"4у" — а (1"а2у") у" — 

— Га?у’48у’ а (Га?у’) зу’ - В а? (Тазу)5у, 
8 1422 $ аа = + "аз" ат’ — а ("а") — = 

— Га?'45'-- а (['а?з’) 52’ -- № а? (142з)52. 
Эти различные члены прибавим к членам, образую- 
щим первую часть общего уравнения равновесия, 


указанного в п. 23, и тогда мы получим уравнение 
равновесия нерастяжимой и упругой нити. 

48. Прежде всего приравняем нулю коэффициенты 
вариаций дх, ду, 02, находящихся под знаком инте- 
грала №, и получим три следующих неопределенных 
уравнения 


Хат — а 


-- 42 (142%) = 0, 


5 


У ат — 4 ^ 9 | 42 (1а3у) = 0, 


Х 43 
бат —а-—- - а? (1423) = 0, 
из которых следует исключить неопределенную вели- 
чину Л, в результате чего они сведутся к двум урав- 
нениям, которых будет достатечно -для -определения 
кривой, образуемой нитью. 
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Первое интегрирование дает 
а ‚ . 
л =. — 9 (1932) = А+ \ Ха”, 
[) 
ли — (14°) =В-| \ У ат, 
45 , ` 
л= — 4 (1422) =С + \ 2 ат, 
где А, ВБ, С — произвольные постоянные; исключив /, 
мы получим 
аха (Та?у) — ауа (142%) = 
= (А+ \ Х ат) ау—(В-+ \ У 4т) 4», 
аха (14?) — а2а (1425) = | 
= (А+ \ Х4т) 42 — (С + \ 24т) 42, 


дуа (1422) — 424 (14?у) = 
= (В -- \У ат) 4 — (С+ \ 24т) ау; 


последнее из этих уравнений содержится уже в пер- 
вых двух. Эти уравнения могут быть снова проин- 
тегрированы, после чего получится 


Г (ах 4?у — ау 4х) = 

= \ (Ч + \ хат) ду — \ (В+ \ У т) 42, 
1 (4х 425 — 43 42%) = 

=С+\ (А+ \ Х4т) аз \(С+\ 24т) аз, 
[(4у 423 — 42 4?у) = 

=Н+ \(В+ \У4т) 4 — \ (С + \ 2 4т) ау, 


де Г, С, Н —новые постоянные величины. 
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Но выше (п. 47) мы положили 
Е 
45У (42)? -- (42)? -- (а2з)? — (425) 
квадрат знаменателя этого выражения равен 
453 (495) + (4) (492) — 45 (485) = 
= (429 + ау? + 412) (ах) + (ау) (48) — 
— (ах 42х - ду а?у -{ 42 422)? = (ах 4?у — ау 42х)? -- 
—- (4542 — аз ах)? - (ау 4*; — аз 4?у)?. 
Следовательно, если мы сложим квадраты трех при- 
веденных выше уравнений, то мы получим следу- 


ющее уравнение, в которое уже не входят диффс- 
ренциалы: _ 


Ез— [Р-- \ (А+ \ Хат)ау— \ (В+ \ Уат) 4] + 
+ [+ (4 + \Х4т) 42 — (С + | 24т)ае + 
+ [+ \(в+ \У4т)4= — \©+ \ 2 4т) аз]: 


а если два из числа тех же уравнений разделить 
одно на другое, то мы получим следующее уравне- 
ние, в которое уже не входит упругость: 


га дааа _ 6+ \ (4+ | Хат)4#— \(С+ | 24т) 42 
Ги 2? — 4 4? $— т. 
оу т в + ( (4+ | хат) ау— | (В+ \ Уат)аз 
Эти два уравнения и дают возможность наиболее 
просто определить упругую кривую, принимая при 
этом во внимание двойную кривизну. 
49. Обычно принимают, что упругая сила, про- 


тиводействующая изгибанию, обратно пропорциональ- 
на радиусу кривизны. Следовательно, если этот 


г К 
радиус назвать о, то мы будем иметь Е = >) где А — 
постоянный коэффициент. 
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45 Ке 
Но, как известно, р = --; следовательно, Е =—., 
„ В 
и величина /, которую мы положили равной 7% 


5 К 
(п.47), оказывается равной 7.3; Таким образом она ста- 


новится постоянной величиной, если мы предположим, 


а это вполне допустимо, что 45 является величиной 
постоянной. 


Таким образом первые три уравнения (п. 48) по- 
лучат следующий вид: 


Хат — а -- Ка —0, Удт— а КА 


Х 43 “3 
бат —а- + Кузя =0. 


Если все эти трл уравнения сложить, помно- 


ах [р 
КИВ предварительно первое На 5 второе на > 


а 
й третье на г то в силу соотношения 
ах , 4х ау „ау и с 
аз Ч + 3 Ч цз а а пение) = О, 
мы получим следующее уравнение: 
а ау -- 43 44 
(Хаз - Уау + Рав)" + К 0). 


Пусть Г — плотность нити; тогда ат = Г45. Если 
приведенное выше уравнение проинтегрировать, до- 
пустив, что 45 — постоянная величина, то оно даст 


= \ Г(Х 42 + Уду+ 242) + 


к [аура ея 
я —_ . 
43“ 254 
Это значение ^ выражает натяжение упругой пла- 
СТинНкКиИ, т. е. сопротивление, оказываемое ею силе, 


стремящейся ее удлинить аналогично тому, как это 
было в п. 31. 


14 к. Лагранж, т. 1 
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50. Наиболее простым и обычным является тот 
случай, когда силы Х,У, #, которые согласно допу- 
щению действуют на все точки упругой пластинки, 
равны пулю и когда кривизна пластинки получается 
исключительно в результате действия сил, приложен- 
ных к обоим ее концам. В этом случае интеграль- 
ные формулы, приведенные в п. 48, при замене 1 


К 
его значением 458 дают 
21) — 
КРУ буи Р-- Ау— Вх, 
2: — 2 
Ка ити —=С+ 42 — Ся, 
5 
ду 4*5 — 42 а? и 
КУ =Н- В: — Су; 


однако дальнейшее интегрирование этих уравнении 
в общем случае, быть может, и неосуществимо *). 

Если искривление пластинки производится лишь 
в одной плоскости, то, приняв эту плоскость В Ка“ 
честве плоскости х и у и положив 4у = 481$ и 
ах = 4$с08Ф, мы можем привести первое уравнение, 
которое в этом случае является единственно необхо- 
димым, к следующему виду: 


4Ф _ . __ , . 
Е А \ мпо4 В \ софа; 


это уравнение после дифференцирования дает 


2 
се = Азшф— В 005$; 


если последнее умножить на 0 и проинтегрировать, 


*) Это интегрирование было выполнено Бинэ, который 
исследозал даже уравнения более общего вида; к последним 
он пришел, восполнив в общей сумме моментов сил упругости 
член, пропорциональный вариации угла между двумя после- 
довательными соприкасающимися плоскостями (Сотр\ез теп- 
диз ае |’Аса46име 4ез Заепсез, 1814, 1те бетёзёте, р. 1115). 
(Прим Бертрана.) 
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то мы получим 


1а 

= ра 5 = 4 с08ф - Взто-+ О, 
откуда 

6$ = 49 


и, следовательно, 
созфаф _ 
УЖ --2А созоф РВ шо. 
а так как из первого уравнения мы имеем Р -- Ау— 
Аф 
— Бх = Я, То получается 


= = 1 У2р--2А со 28 зщ 


Таким образом теперь все сводится к тому, чтобы 
проинтегрировать выражения для 4$ и 4х. Однако эти 
интегрирования связаны со спрямлением кониче- 


ских сечении. Повидимому, с решением общей про- 
блемы упругой кривой мы до сих пор дальше не 
продвинулись. 

51. Рассмотрим теперь члены общего уравнения, 
стоящие вне знака №. Члены эти следующие: 


и! д Г и ГД И п а 
| с ("2 й а’ аа" а" + 


-- [5 си, 4 (Гу Й Зи” -- Г’ату"а Зу"-++ 


-- [5 и 42. —4(1"4?2”) | 52” -- 1"4?2"4а 2" — 
/ 4х” / , , , . 

— |[> : —а (Гат) | зи + Газга ва" —— 
7 у ” / ’ / 7 / 
—|^ У (1 42) | 5’ — Га?уазу — 
— [> се а ‚| 52’ — Газа’ а 82; 


14% 
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исчезновения этих членов следует добиться незави- 
симо от значений 85”, 8у’, 82", 48х’,... 

Следовательно: 1) если нить совершенно свободна, 
то коэффициенты двенадцати величин 65", ду", 92”, 4 0х’, 
4$у", 452”, 5х’, 8 у’, 92’, 40х’, ау’, 452: должны порознь 
равняться нулю. 

Но из первых интегральных формул п. 48 видно, 
что если интегрирование начать с первой точки нити, 
то коэффициенты при 6х’, 8у, 62 принимают значе- 
ния А, В, С, а коэффициенты при 8х”, 8”, 52’ полу- 
чают следующий вид: 


А+-8Х ат, В+ МУ ат, С-+-7 ат. 


Таким образом в рассматриваемом случае мы должны 
иметь 


А=0, В=0 С=0 


\3Хат=0, \Уат=0, №2ат=0. 
Далее, мы должны также иметь 
[42 = 0, Гау= 0, [’42’=0 
[425 = 0, Га?у = 0, Га?’ = 0; 


последнее должно иметь место для того, чтобы исче- 
зали члены, связанные с 485’, 48/'’,...; отсюда 
ясно, что вторые интегральные уравнения того же 
пункта дадут 


Р =0, С =0, Н = 0 
$ (у \ Хат — аа \У4т) = 0, 


} 


$ (42 \ Хат —4= \ ат) =0 


$ (42 \ Ут — ау \ Ват) == 0. 
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2) Если первый конец нити закреплен, то 


3’ =0, 8=0, 5 =0; 


следовательно, А, В, С уже не будут равны нулю; 
но условие, что коэффициенты 85”, бу’, 52” должны 
равняться нулю, дает 


А=—\Хат В=-—№Уат С=—№2ат; 


а если сверх того дано и положение касательной в 
этом первом конце нити, то мы также имеем 


45%’ =0, а =0, 482 =0:; 


следовательно, Р, С, Н уже не будут нулями; однако 
условие, что коэффициенты 4 8х”, 48у", 452’ должны 
равняться нулю, приводит нас к следующим соот- 
ношениям: 


г =» [(В- \У4т) 4= — (А+ \х4т) ау 
с=№[(С + \24т) а» —(А+ \ Хат) 43], 


н=8(С- \ 24т) ау —(В+ \У4т) 44]. 


Совершенно таким же образом следует учитывать 
состояние второго конца нити. 

3) Если бы помимо сил, действующих на все точки 
нити, существовали еще особые силы Х’, У’, &', Х", 
У’, 2”, приложенные к одному и к другому концам 
нити, то к приведенным выше членам следовало бы 
только прибавить следующие: 


Х' Ут’ + у’ бу’ -- 7! Ул ии Х” Ут” —- у” у" + 77 55”, 


а если бы сверх того ‘имелись еще и другие условия, 
касающиеся концов нити, то и дальше следовало бы 
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всегда поступать точно таким же образом и согласно 
тем же правилам. 

52. Если бы мы пожелали, чтобы нить была 
упруга в двух отношениях, как в смысле растяжи- 
мости, так и в смысле гибкости, то нам следовало бы 


в общем уравнении вместо члена №^4$5 иметь член 


№ 2455, т. е. просто вместо Х поставить Ё, понимая 
под Г силу упругости, противодействующую растя- 
жению нити (п. 42). Однако в этом случае следует 
сверх того в выражении для де рассматривать 4$ как 
величину переменную; следовательно, к значению бе, 
приведенному в п. 47, надо еще прибавить два сле- 
дующих члена: 
ед 45 —42564?5 
4 — 6еа8 `° 


Тогда к значению ® Ебе, указанному в том же пункте, 
прибавится 


—8 545 57 5425. 


Но последний член сначала приводится к следую- 

щему виду: 
Е" 42$" 
ей 48"? 


Е’ 42$’ 


паз 9 55° + №4 48 за; 


455$” - а 


таким образом к значению № Е е следует прибавить 
члены 


Е" 425" с" Е’ <. $ Е 42$ Ее 
я 4" а 85" + (ааы те а. )8 45. 


Последний член этого выражения аналогичен члену 


У Раз и поэтому может быть так же преобразован; 
что касается двух других членов, то в них слс- 


дует только вместо 485 подставить его значение 


|) б 4 45 4545 
теч с урона, спабдив все буквы одним или 


двумя штрихами. 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТЛТИВИ 915 


Отсюда легко заключить, что для решения на- 
стоящей задачи мы имеем те же формулы, что и для 
случая, когда мы допускаем, что упругая нить не- 
растяжима. В этих формулах следует лишь вместо ^ 
Е а? Ее 
= —`1.›И К членам, стоящим вие 

2’ Н 7?еН 
знака №, прибавить два члена па 0$ — и р 455” 


поставить А-а 


Так как в уравнении гривой величипл Х должна 
быть исключена, то отсюда следует, что уравнение 
упругой пластинки будет одним и тем же, пезависимо 
от того, примем ли мы, что она растяжима или же 
нет. Но натяжение нити, выражающееся с помощью 
Л или с помощью Ё, когда нить неупруга (п. 43), 
увеличится благодаря упругости на величину 

48 42$ Е д ‚ 


$ 
^^. так как е = — (нп. 49). 
ее, так нак е= 4” (п. 49) 


$ Г. 0 равновесии жесткой нити заданной формы. 


53. Займемся теперь случаем нерастяжимой и 
негибкой нити; здесь мы будем иметь для суммы 
моментов сил ту же самую интегральную формулу, 
что и для случая, упомянутого в п. 28, т. о. 


№ (Хх -- Узу- 252) 4т. Далее, условие нерастяжи- 
мости нити даст, как и в указанном выше пункте, 
9 45 = 0; в силу неизгибаемости бе =0, так как угол 
смежности должен остаться постоянным. Однако, как 
мы сейчас увидим, этих двух условий ещо недоста- 
точно в том случае, когда кривая имсет двойную 
кривизну. 

Для того чтобы разрешить вопрос наиболсе 
просто и наиболее прямым путем, я отмечу, что здесь 
все сводится к тому, что различные точки кривочи, 
образуемой нитью, постоянно сохраняют между со- 
бою одни и те же взаимные расстояния. Поэтому, 
если рассмотреть большое количество расположенных 


216 СТАТИКА 


друг за другом точек, координаты которых соответ- 
ственно равны 
х,у,2, фах, у-- ау, ё + 42, х-- 2ах - а*%, 
у —- 24у - 4?у, 2- 245 - 422, ..., 
то ясно, что квадраты расстояний между порвои из 


этих точек и следующими выразятсея с помощью 
величин 


41? -- ау? - 42°, 
(24 -- 425) -- (24 + 45)? - (24% + 423), 
(345 -- 3425 + 41)* - (З4у - З4у + 4) + 
-+ (Заз - 34а? + а32)?, ... 
Для краткости положим 
4х? -|- Чу? + 42? = а, 
(43) ++ (439)? + (482) = В, 
(зав + (ВУ (=, 


если приведенные величины разверпуть, то они пои- 
мут следующий вид: 


©, 
Во —- 24“ - В, 
а Е Э4а + 98 -- 3 (42а — 28) -- Зав +7, 


Но вариации этих величин должны равняться 
нулю на всем протяжении кривой, что дает следую- 
щие неопределенные уравнения: 

а = 0, 
46% -- 26 4 - 58 = 0, 
Эда -- Эд ах -- 388 - 36 42 -- З5аВ -Е бу = 0, 
Но если 6х равно нулю, то и 45а = 64а = 0; следо- 
вательно, 58 = 0. Отсюда получается 4? $ = 5 4*а = 0, 
а5В =баВ = 0; следовательно, 5 =0 ит. д. 
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Таким образом условные уравнения для нерастя- 
жимости и несгибаемости нити сведутся к следующим: 
ди =0, 58 =0, 5у =0, т. е. если продифференциро- 
вать и вместо 54 поставить 45, то мы получим 


ах 4х + 4у 4 Зу- 424 582 =0, 

2х 4? 6х -- 4?у а*8у -- 425 4? 55 =0, 

3х 43 5х -- а3у 43 бу -- 433 43 63 =0, 

Ясно, что для определения трех вариаций 0х, 6У, 

02 достаточно трех из этих уравнений; отсюда прежде 
всего можно заключить, что если мы удовлетворим 
первым трем уравнениям, то и все прочие уравнения, 
которых можно привести бесчисленное количество, 
будут. тоже удовлетворены. В этом, как мы увидим 
ниже (п. 609)*), можно убедиться и путем расчета. 


*) Приведенные уравнения выражают, что «<, В, у во время 
перемещения кривой сохраняют одно и то же значение. Это 
условие эквивалентно следующим уравнениям: 


ах`\? 4у`\? 43 `\*__ 
(2) + (2%) +(42) -', 
427? 42? 425`\\? 

—) + (1%) + 1: == $ (5), 


а8х`\? 43у^\? 438? _ , 
(++ (= 


:ервое из этих уравнений очевидно; второе выражает, что 
кривизна рассматриваемой линии является определенной 
функцией дуги $; наконец, третье уравнение, в сочетании 
с двумя другими, выражает, что вторая кривизна является 
определенной функцией $. Если написать условные уравнения 
в указанном выше виде, отличающемся от лагранжевского 
только введенными нами делителями 435*, 45%, 458, то вычисле- 
ния остаются совершенно теми же, но только множители. 
обозначенные дальше через Х, и, у, будут конечными, между 
тем как согласно обозначению Лагранжа следует допустить. 
что они представляют собою бесконечно малые величины раз- 
личных порядков. Было, однако, отмечено, что это последнее 
обстоятельство представляет собою отрицательную сторону 
способа выражения Лагранха. В самом деле, если воспользо- 
ваться приемом. столь часто применявшимся Лагранжем, то 
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54. Итак, с помощью нашего метода получается 
следующее общее уравнение равновесия: 
0 = + № (Х 5х Узи 52) ат -- 
+ Мл (4х а 5х + ауа бу + 43452) + 
+ Ми (425 4? 5х + ау а? 5у + а? а? 52) + 
+ Му (435 43 5х ++ а3у 43 у + 435 аз 52), 
которое с помощью указанных выше преобразований 
приводится к такому виду: 
0 = + № [Х ат — а (^ 44) + а? (и 422) — а? (у 43%) 8х + 
+ $ [7 ат — 4 (^ 4у) + 4? (ру) — 4 уу] у + 
+ № [2 ат — а (лаз) + 4? (и 422) — 43 (у 4 2)] $= + 
- 7” 4х" — 4 (ш а425") + 4? (у 43) 6х" + 
+ [м а?’ — а (43) а бх" -- у’ 3х’ а? 9х" + 
+ [ау — а (ау) -- а? (у у’) ву" + 
+ [зу — 4 (4) а у, у’ Фу" 42 у" 
-- 4; —а це 425”) -- 42 (у” 433")] 82” -- 
- [м 425” — 4 (у’ а32"”)] 452” - у’ 32" 4285” — 
— [^ 4х — а(' 42%) + 42 (у 4 )] 6 — 
— [ы' 42; —а(у 47)] ах —у 43%’ а? 5х — 
— [ау —а( 42’) - 42 (у 43у')] ву — 
— [м 42’ —4(у а3у')] абу’ — у 43у' 428у — 
— 42’ — (и а?2’) -- 4? (У 42 )] 92” — 
— [ш 42’ —4 (\ а3')| 455’ — у 432' 4252. 


множители ^, ц, » выразят те силы, которые стремятся изме- 
НИТЬ функции «, В, у; в таком случае должно показаться 
странным, что эти силы бесконечно малы, и в особенности, 
что достаточно чисто алгебраического преобразования для 
того, чтобы они приняли конечные значения. Однако эта осо- 
бенность станет понятной, если мы примем во внимание, что 
обычно коэффициентам ^, ц, * не присваивают названия сил, 
принятого для них только в обычной фигуральной речи Ла- 
гранжа. Мы несколько раз указывали, что этого выражения 
не следует понимать в буквальном смысле (см. примечание 
к п. 9 отд. П, стр. 60). (Прим. Бертрана.) 
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55. Приравняв сначала нулю коэффициенты ва- 
риаций 9х, ду, 92 под знаком №, мы получим три 
следующих неопределенных уравнения: 

Хат — а (ах) - 4? (в 42) — 43 (у431) = 0, 

У ат — а (^4у) - а? (р 4?) — 48 (*43у) = 0, 

дат — а (лаз) -- 4? (в.4?2) — 43 (» а33) = 0, 
которые содержат в себе три неопределенные пере- 
менные величины »), |1, у и служат только для опре- 
деления этих величин. Таким образом здесь нет не- 
определенных уравнений между различными силами 
Х, У, 2, которые согласно допущению приложены 
ко всем точкам стержня и, следовательно, условия 
равновесия будут зависеть только от членов, нахо- 


дящихся вне знака №. Но так как эти члены содер- 
жат в себе неизвестные величины ›, ц, у, то следует 
начать с определения этих неизвестных. 

Для этого следует приведенные выше уравнения 
проинтегрировать, что легко сделать, и тогда мы 
получим три следующих уравнения: 


\Х4т— лаз + 9 (42а) — а (уаз) = 4, 
\Уат — ^@у + а (и ау) — а? (у4зу) = В, 
\24т — 42 +-а(и 425) — а? (уаз) = С, 


где 4, В, С —три произвольных постоянных. 
Исключив теперь ^, мы получим три уравнения 


ду \ Хат — аа \у ат — ду4 (и42х) — 

— 454 (и 4?у) — ауа? (у 432) а а? (у 4зу)= А ау— Ват, 
42 Х ат — аз \ 2 ат + 43 4 (р 42) — 

— 4% 4 (в. 42) — 43а? (» 4зх) + аха? (» 433) =А 42 — С ах, 
4 \ Уат — 43 ат - 48а (ва) — 

— ду а (и 422) — 42 4? (у 4зу) + ау а? (+ 43=) = Ваз — С ау, 
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которые тоже могут быть проинтегрированы, после 
чего получается 


у \ Хат—2 \У4т — \ (Ху — Уз) ат + 
-- ц (ау 425 — 4х 4?у) — ауа (у ах) - аха (» а3у) 
—- у (4?уа3х — 425 43у) = Ау Вх - Е, 
= \ Хат—я \24т— \ (Хз — 22) @т + 
- в (42 425 — 4ха?з) — ада (у 43х) - аха (у 432) 
- у(425 435 — а2х 433) = Аз — Ст С, 
2 \ Удт— у \2ат— \ (уз — 2у) ат + 
- в (42 4?у — ау 42; — 424 (у 43у) - ауа (уа33) 
+ у (42243у — а42уа32) = Вз — Су-+Н; 


здесь РЁ, С, Н представляют собою новые произволь- 
ные постоянные. 

Три последних уравнения послужат для опреце- 
ления трех величин д, у и 4%, а три первых интеграла 
уравнений дадут значения ›), Дц, 42%. Этим путем 
у нас будут определены все неизвестные величины, 
входящие в состав членов, стоящих вне знака №. Для 
этого следует в шести найденных нами уравнениях 
отметить одним штрихом или двумя все буквы, за 
исключением произвольных постоянных, затем в пер- 
вом случае положить равными нулю величины, снаб- 


женные знаком ‚ считая их отнесенными к первой 


точке нити, во втором же случае заменить у этих 
величин знаком №, с тем, чтобы отнести их к по- 
следней точке нити. 

56. На основе изложенного определим теперь 


условия, какие могут получиться в результате унич- 
тожения членов общего уравнения равновесия (п. 54), 


стоящих вне знака 
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Прежде всего, если мы допустим, что стержень 
совершенно свободен, то все вариации 9х’, 8’, 92, 
5х’, азу, 4525, 428%, 428, 428 и 9х, 9у,, 
02, 45х’,... будут неопределенными; следовательно, 
каждый из коэффициентов при них надо прирав- 
нять нулю; ясно, что тогда величины Л’, и, у, 4ц, 


4’, 42’, а также ^”, в’, у’, и", ам’, 42’ должны рав- 
няться нулю. 


Первые три интеграла предыдущего пункта, буду- 
чи отнесены к первой и последней точкам нити, дадут 
следующие шесть условий: 

А=0, В=0, С=0, 
9 Ххат=А, ЗУат=В,` &2ат=С; 


последние три интеграла в свою очередь дадут сле- 
дующие шесть уравнении: 


Ау — Вх Е =0, 

А’ — Ст — в =0, 

В; — Су + Н=0; 
у" Хат — х'ЗУат — В (Ху— Ух) ат =Ау"— Ва’- Е, 
2:9 Хат — х'®7ат—\ (Х— й)ат=А— Су-С, 
2" У ат — у’ ат — № (у —пуат = В”—СУ-Н. 


Следовательно, 


А=0, В=0, С=0, Е=0, С=0, Н=0, 
а потому 
№ Хат=0, №(Ху — Уз) ат = 0, 
\Уадт=0, №(Хз— 22) ат =0, 
№ Иат =0, № (Уз — 2у)4т =0. 


Таким образом последние шесть уравнений яв- 
ляются единственно необходимыми для равновесия 
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негибкого стержня, если последний не имеет непо- 
движной точки. Сказанное совпадает с тем, что мы 
установили выше (п. 25); это могло бы быть выве- 
дено и непосредственно из теории, изложенной 
в отделе ПТ, что и было нами отмечено в упомяну- 
том пункте. 

57. Теперь предположим, что на стержне имеется 
одна неподвижная точка, причем этой точкой является 


первый конец стержня. В таком случае мы будем 
иметь 


ох’ =0, ву =0, 92 =0; 


таким образом члены, в состав которых входят эти 
вариации, сами собою исчезнут; следовательно, доста- 
точно приравнять нулю коэффициенты вариации 
45х’, абу’, 452’, 4285’, 426’, 4265’, а также коэффи- 
циенты вариаций 6х”, ду’, 62’, абх’, аду... 

Но легко видеть, что для этого достаточно будет, 
как и в предыдущем случае, положить и’ = 0, у =0, 
4 = 0 и затем 

Л” = 0, и" = 0, у" = 0, 


фь” = 0, ау’ = 0, 42 =0. 
"Тогда мы найдем те же условия, что и в пре- 


дыдущем пункте, но только при этом А, В, С уже 
не будут равны нулю. 


Итак, мы будем иметь А=\Хат, В =№Уат, 
С = И4т и дальше 


Е = Вх’— Ау, С=Сх’— А, Н=сСу-— Вх; 
три других уравнения примут тогда следующий вид: 
— ® (Ху— Уж) ат = Вх’ — Ау, 

—В (Х2 — 2) ат = Сх — Ах, 

— В (У: — ду ат = Су — В», 
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или, иначе, 
$ (Ху — Удат + х’ № Уат— у № Хат = 0, 
У (Х; — 2х) ат + х №2 ат— = № Хат=0, 
У (У — у) ат-+ у\2ат— *"№Уат =0, 
или, что то же, 
У [Х(и— у) —У(&— хат = 0, 
У [Х (2—2) — 7(1—#)ат=0, 
У [У (=— =) —2(у—у/)] ат =0. 


Таковы уравнения, единственно необходимые для 
равновесия; ясно, что они соответствуют уравнениям, 
найденным в пункте 24. 

58. Если бы стержень в своей порвой точке был 
закреплен таким образом, что неподвижной остава- 
лась бы не только первая точка, но и касательная 
в этой точке, тогда мы имели бы не только 65’ == 0, 


у’ = 0, 52’=0, но и 
5ах’ =а6х’ =0, &4у=абу =0, 64а: =482' =0; 


следовательно, все члены, в состав которых входят 
эти величины, сами собою исчезли бы, и нам оста- 
валось бы лишь добиться исчезновения членов, 
в состав которых входят вариации 426’, 426’, 4252' 
и 95”, 6", 82", ад’, абу,,... 

Таким образом в данном случае мы имели бы 
только нижеследующие условия: 


у’ —= 0, №’ = 0, ш” = 0, у" = 0, 
др" —0, а” =0, а =0; 


следовательно, и здесь постоянные А, В, С будут 
иметь значения 


А=\№Х ат, В =ЗУдт, С= А 2ат; 
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далее, если три последних интеграла пункта 55 при- 
менить к последней точке стержня, то они дадут 


ЕР =» (Ух — Хуат, 
С =№ (25 — Хз) ат, 
Н = № (2у— Уз) ат. 


А если те же уравнения применить к первои точке, 
то мы будем иметь 


и (ау’ах — ах’ а?у’) — ау" (ау 4х — ах а3у') = 


= Ау — Вх - Г, 
и’ (4342 — ах а?) — 4у (4;'43х' — ах’ а’) = 
—= Аз’ —С%х-С, 
и (4='42у' — аут’) — ау (аз'азу’ — ау’) = 
= Р2’ — Су --Н, 


откуда, по исключении д’ и Ду, получится следую- 
щцее уравнение: 


А(уа; — ау’) - В (ах — та) + 
+ С(хау — уах) + Еах —Сау + Нах =0. 


Таково уравнение, необходимое для того, чтобы 
предотвратить вращение стержня вокруг его первой 
касательной, которая согласно допущению остается 
неподвижной; легко видеть, что в том случае, когда 
стержень образует прямую линию, первый член этого 
уравнения превращается в нуль. 

59. Как на недостаток нашего метода можно было 
бы указать на пространность приведенного выше 
решения, которое действительно длиннее решения, 
данного для гибкой нити; между тем, при пользо- 
вании обычными методами последняя задача пред- 
ставляется гораздо более трудной, чем задача о рав- 
новесии жесткого стержня, находящегося Под 
действием любых сил; происходит это от того, что 
при разрешении задачи о гибкой нити приходится 
определять путем сложения сил форму кривой, 
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какую нить должна принять для того, чтобы нахо- 
диться в равновесии; в случае же стержня эта кри- 
вая бывает задана, и для равновесия требуется 
лишь, чтобы моменты сил обратились в нуль. Но 
когда мы ставим себе целью при разрешении 
всех проблем пользоваться единообразным прие- 
мом и переходить от одной проблемы к другои 
последовательно, по мере прибавления новых усло- 
вий, то ясно, что случай негибкой нити менее прост, 
чем случай гибкой нити, так как несгибаемость 
выражается аналитически постоянством взаимных 
расстояний между точками нити. И если в настоя- 
щем случае, когда кривая задана заранее, она уже 
не является результатом расчета, как в случае гиб- 
кой нити, то это обстоятельство должно быть отме- 
чено анализом и действительно отмечается тем, что 
в трех неопределенных уравнениях относительно #, у, 2 
указанных в п. 55, остаются три произвольные ве- 
личины ^, ц, у, так что эти уравнения могут быть 
применены к любой заданной кривой. Таким обра- 
зом на указанные уравнения не следует смотреть 
как на бесполезное излишество; кроме того, что они 
служат для определения трех неизвестных », ц, у, 
от которых зависят условия равновесия, они одно- 
временно выражают *) силы, противодействующие то- 
му, чтобы значения трех функций о, В, у изменя- 
лись под действием сил, приложенных к нити. 
Конечно, три неопределенные величины ›/, ц, у 
должны быть заменены тремя условными уравне- 
ниями, выражающими тот факт, что дифференциаль- 
ные функции «, В, у следует рассматривать как 
заданные. Но так как в силу природы диф- 
ференциального исчисления абсолютное значение 
дифференциалов остается неопределенным и задано 
может быть только их отношение, то эти три 


д д———д—дАдАы—--—- 


*) См. примечание к пункту 53 (стр. 247). (Прим. Бер- 
трана.) 


15 эк. Л гранж, т. Т 
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условия должны быть эквивалентными лишьдвум урав- 
нениям, содержащимотношения трех величин «,В,у;этих 
двух уравнений достаточно для определения кривой. 

Действительно, из выведенного выше (п. 46) ясно, 
что угол смежности, образованный двумя последо- 
вательными элементами кривой, равен 

Улов — да? 
20 
гдех, В, у сохраняют значения, указанные в пункте 53; 
таким образом радиус кривизны выражается через 
«Ус 
У 48 — 4? 

Следовательно, так как этот радиус предполагается 
заданным, то и форма кривой, если она простой кри- 
визны, Дана; если же это—кривая двойной кривизны, 
то нетрудно доказать, что вторая кривизна, происходя- 
щая от угла смежности, образуемого двумя плоско- 
стями, проходящими через два соседних элемента 
кривой, зависит от отношения трех величин: «, В, у *). 
Таким образом рассматриваемые три условия, отно- 
сящиеся к кривой, сводятся к тому, что эта кривая 
должна быть задана, как это и предполагается 
по условиям задачи **). 

Анализ этой задачи можно было бы распростра- 
нить и на случай поверхности или твердого тела, 


*) Вторая кривизна зависит также и от аВ. (Прим. Бер- 
трана.) 

**) Изложенные выводы показывают, что две кривые со- 
вместимы, если в обеих кривых радиусы первой и второй кри- 
визны выражазотся одними и теми же функциями дуги. Следо- 
вательно, если в обеих кривых радиусы постоянны и соответ- 
ственно равны между собою, то эти кривые идентичны; а так как 
всегда можно определить винтовую линию, имеющую задан- 
ные радиусы кривизны, то всякая кривая, у которой ра- 
диусы кривизны постоянны, представляет собою винтовую 
линию. Многие геометры дали изящное доказательство этой 
теоремы. См. две статьи, одну — Нюизё (Ри1зеах) и вторую 


Серрэ (Зетгеф) в Зопгпа! 4е Маббтамаиез ае ТлопуШе, 17187 
земе, 6. УП, р. 65 и 6. ХУТ р. 193 (Прим. Бертрана.) 
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все точки которых находятся под действием любых 
сил; но мы покажем, как его можно упростить, 
исходя из тех же условных уравнений и определив 
заранее с их помощью вид вариаций координат. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


О РАВНОВЕСИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА КОНЕЧНОЙ 
ВЕЛИЧИНЫ И ЛЮБОЙ ФОРМЫ, ВСЕ ТОЧКИ КОТОРОГО 
НАХОДЯТСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЛЮБЫХ СИЛ. 


60. Так как условие твердости тела заключается 
в том, что все точки его постоянно занимают в нем 
одни и те же положения и сохраняют неизменными 
взаимные свои расстояния, то между вариациями 9х, 
бу, 92 мы имеем те же условные уравнения, какие 
были найдены в пункте 53; ведь ясно, что если мы 
представим себе внутри этого тела какую-либо кри- 
вую, то достаточно, чтобы все точки этой кривой 
сохраняли неизменными взаимные свои расстояния, 
как бы тело ни двигалось; таким образом с помощью 
указанных уравнений можно непосредственно опре- 
делить значения интересующих нас вариаций. 

С этой целью я обращаю внимание на то обстоя- 
тельство, что если мы перейдем к’дифференциалам 
второго порядка, то всегда можно один из дифферен- 
циалов первого порядка считать постоянным; допу- 
стим поэтому, что 41— постоянное число; тогда, сле- 
довательно, 42% = 0, 435 = 0,...; благодаря этому вто- 
рое и третье уравнения примут следующий вид: 


42 425у -- 423 4283 =0 и 43уа3ду -- 433 4353 = 0. 


Порвое из этих уравнений дает сначала 426у = 
—_ 425 425 
—^ Фу 2, а затем после дифференцирования 


4? 435 425 43у 
35, — 92 033. |948 _ Ч“ У [250, 
ау — Фу @"б. [25 (4°у}? да 


15* 
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Если это выражение подставить во второе уравнение, 
43у4?3 
4?у 


то оно будет делиться на 432 — и после де- 


ления получится 
4382 — 


4Зу 
а; 4262 = 0; 


откуда путем интегрирования получается 
4262 = 6Г, ау, 


где 5[, — постоянная величина. Имея значение 4262, 
мы получим 


425у = — 51, 428. 


Если мы снова проинтегрируем и дополнительно 
введем постоянные — 5М 4х, 5№4х, то мы будем 
иметь 


45: = ЭГ. 4у—5М ах, а$у = — ЭГ. аз + Мах, 


а эти величины, будучи подставлены в первое услов- 
ное уравнение, т. е. в 


ах 4 6х -- 4у4бу -- 434 58 =0, 
приведут его к следующему виду: 
ах = — 6М Ау - М а2. 


Наконец, после третьего интегрирования и после 
введения трех новых постоянных 8/, бт, дп мы по- 
лучим 

9х =06/— уд М + 26М, 
бу = 6т -- 46№М — 36, 
62 = дп —46М - У5Г. 


Легко убедиться в том, что эти выражения удов- 
летворяют не только первым трем условным уравне- 
ниям, указанным в пункте 53, но и всем другим, 
каких можно было бы найти бесчисленное множество; 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТИКИ 299 


все эти уравнения заключаются в следующем общем 
выражении: 


фтха"6х - атуа"бу -- 4" 4"8з == 0. 


Таковы, следовательно, значения 6х, ду, 62 для 
любой системы точек, связанных между собою таким 
образом, что они постоянно сохраняют одни и те же 
взаимные расстояния; поэтому указанные значения 
служат не только для случая любой подвижной 
кривой неизменной формы, но и для случая твердого 
тела, имеющего какую угодно форму. 

Эйлер впервые нашел эти простые и изящные 
формы — для того, чтобы выразить: вариации коорди- 
нат всех точек твердого тела, движущегося в про- 
странстве. Он пришел к ним на основании сообра- 
жений, выведенных из дифференциального исчисления, 
но отличных от тех, которыми мы воспользовались, 
и, как мне кажется, менее строгих *). См. в томе Бер- 
линской академии за 1760 г. мемуар: Обсопуеще 
4’ип поиуеаи ргше1ре 4е шбсаплате. 

61. Так как приведенные выше значения 0х, ду, 92 
уже удовлетворяют условным уравнениям задачи, то 
ясно, что остается только подставить их в выражение 


№ (Х 52 -- УЗи- 252) ат 


и добиться того, чтобы оно было равно нулю неза- 
висимо от единственно оставшихся неопределенными 
величин 65[, фт, 6п, 5[.,, 5М, 5М. 

Но эти величины являются общими для всех 
точек тела, поэтому при подстановке их следует 


вывести за знак у: тогда, следовательно, мы Получим 


*) Доказательство Эйлера действительно является менее 
прямым, чем доказательство Лагранжа; но мне не удалось уста- 
новить точки зрения, исходя из которой Эйлера можно было 
бы обвинить в недостаточной строгости его доказательства. 
(Прим. Бертрана.) 
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следующее общее уравнение равновесия для твердого 
тела любой формы 


1 Хат - 5т № У ат и В 2ат--5М № (Ух—Худат-- 
+ 5М № (Х: — 2х) ат - 5. № (бу — Уз) ат =0, 


откуда выводятся особые уравнения равновесия в 
соответствии с различными условиями задачи. 

62. Во-первых если мы допустим, что тело 
совершенно свободно, то все шесть вариаций 5[, дт, 
п, 5Г, 5М, ЭМ№ будут неопределенными, и тогда 
следует отдельно приравнять нулю величины, па 
которые эти вариации умножаются; это даст нам уже 
известные шесть уравнений 


%Хат=0, \ЗУдат=0, \7ат=0, 
$ (Ух — Хуат=0, №(Х&— 7х) ат =0, 
№ (у — Уз) ат = 0. 
Во-вторых, если тело имеет одну неподвижную 
точку, вокруг которой оно может свободно вращаться 


во всех направлениях, то, назвав а, 6, с координаты 
т, У, 2 этой точки, мы должны иметь 


ва=0, 56=0, 96 =0. 
Следовательно, 
51 —Б М + с5М =0, бт — с 5 Г, + а8М =0, 
п — 5 М -+- 65Г, =0; 


откуда получается 
81 =665№М —с5М, дт = с 61, — а5№, дп =а8М —65[. 


Подставим эти значения в общее уравнение пре- 
дыдущего пункта и, подведя под знак &® величины 


а, 6, с, являющиеся постоянными по отношению к 
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различным точкам тела, мы получим следующее пре- 
образованное уравнение: 

ЛЬ [У (2 —&а)—Х (у— 6) 4т -- 

-5МУХ (2 —в)— 2(1—а)| Чт - 

52% [2 (у—65) —У (3 -- с)| ат =0, 
из которого можно получить три уравнения, а именно: 
$ (2—4) —Х(у-8)] т =0, 

УХ (2—6) —2(1—а)] 4т =0, 
& [7 (у —65) —У (&— в] ат = 0. 
В-третьих, если тело имеет две ‘неподвижные точки 


и [, ©, А представляют собой координаты х, И, 2 вто- 
рой точки, то мы будем иметь 


= е8М№ — ИЗМ, Эт = № 8Ё — [5М, 5 = [М — в5Г; 


сравнив эти значения 5/, т, 8п с приведенными вы- 

ше, мы получим 

(а — 6) 8№М — (# — ©) 5М =0, (1—4) 5 М -— (7 © 5Ё=0, 
([Г—а)5М — (# —5) 5Ё =0. 


Первые два из этих уравнений дадут 


р =УТаЗм, М = ЗМ; 


й— с —с 


гак как эти значения удовлетворяют и третьсму 
уравнению, то отсюда следует, что вариация 6М№ 
остается неопределенной. 

Если произвести эти подстановки в найденное вы- 
ще преобразованное уравнение, то мы получим 


[ов е 9х”) 
М (в — ВЦ [Х (8 — © — 2 (а фа) ат} =0; 
|+ С — 4) $ [2 (у —65) —У(5 —с)] ат) 
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таким образом условия равновесия будут заключаться 
в следующем единственном уравнении: 


+ (#— 9 МУ (2 — а) —Х (у—5)] ат + 
+ (#—6)%[Х (8— с) — 2 (1—а)|] ат- 
+ (1-98 о-и-Уе—@] т =0. 


63. Эти уравнения соответствуют тем уравне- 
ниям, которые мы дали раньше в отделе ПТ для 
равновесия изолированной системы точек неизменяе- 
мой формы; мы могли бы условия этого равновесия 
непосредственно применить к условиям равновесия 
твердого тела любой формы, все точки которого 
находятся под действием заданных сил. Но мы соч- 
ли небесполезным, в целях демонстрации плодо- 
творности нашего метода, рассмотреть эту задачу 
особо и совершенно не пользуясь решенными рань- 
ше задачами. 

Впрочем, если бы две точки тела, которые пред- 
полагались неподвижными, в действительности 
двигались по заданным линиям или поверхностям, 
или же были бы связаны друг с другом каким угодно 
образом, то мы тогда имели бы еще одно или нос- 
сколько дифференциальных уравнений между вариа- 
циями координат а, 6, с, |, в, Й, соответствующих 
этим точкам; подставив вместо этих вариаций их вы- 
ражения через 65/, бт, вп, 5Г., М, 5№, на основе 
общих формул пункта 60, мы получили бы столько 
уравнений между этими последними вариациями, 
сколько нужно для того, чтобы с их помощью опре- 
делить некоторые из этих вариаций при посредстве 
остальных; подставив затем эти значения в общее 
уравнение и приравняв нулю каждый из коэффициен- 
тов оставшихся вариаций, мы получили бы все урав- 
нения, необходимые для равновесия. 

Ход вычислений, как видим, остается все время 
одним и тем же. Это именно и следует признать одним 
из главнейших преимуществ данного метода. 
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64. Найденные выше (п. 60) выражения для ва- 
риаций 6х, ду, 52 позволяют видеть, что эти вариации 
представляют собою не что иное, как результат по- 
ступательных и вращательных движений, которые 
мы 0с0бо рассмотрели в отделе ПТ. 

Действительно, ясно, что члены 84, бт, бп, являю- 
щиеся общими для всех точек тела, представляют 
собою малые пути, пробегаемые телом по направле- 
ниям координат х, у, з при наличии какого-либо по- 
ступательного движения; из формул пункта 8 того 
же отдела можно также увидеть, что члены 2 5/(—у 5М, 
х5№М—-5Г,, у5[, —#8М представляют собою малые 
пути, проходимые по тем же направлениям каждой 
точкой тела вследствие вращательных движений 6, 
5М, 8М№ вокруг трех осей х, у, 5; эти величины 6/Г, 
5М, 5М№ соответствуют величинам 4ф, 4®, аф упомя- 
нутого выше пункта. Таким образом приведенные 
выше выражения можно было бы получить и непо- 
средственно, исходя только из ' рассмотрения этих 
движений, что, правда, было бы проще, но представ- 
ляло бы собою менее прямой путь. Изложенный же 
выше анализ приводит естественно к этим выраже- 
ниям и этим доказывает более прямым путем ив 
более общем виде, чем это было сделано в пункте 
10 отдела ПП, что, когда различные точки системы 
постоянно сохраняют неизменным свое взаимное по- 
ложение, система в любое мгновение может иметь 
только поступательное движение в пространстве и 
вращательное движение вокруг трех взаимно перпен- 
дикулярных осей [1]. 


етих 


ОТДЕЛ ШЕСТОЙ. 
0 ПРИНЦИПАХ ГИДРОСТАТИКИ. 


Хотя мы не знаем внутреннего строения жидкостей, 
тем не менее мы не можем сомневаться в том, что 
частицы, из которых они состоят, материальны и что 
поэтому законы равновесия применимы к жидкостям 
в такой же мере, как и к твердым телам. Действи- 
тельно, осяовное свойство жидкостей, и притом — 
единственное, отличающее их от твердых тел, заклю- 
чается, в том, что все части их уступают малейшей 
силе и могут перемещаться друг относительно друга 
со всей возможной легкостью, пезависимо от того, 
какая связь и взаимодействие существуют между 
этими частями. Так как это свойство может быть 
легко выражено математически, то отсюда следует, 
что закопы равновесия жидкостей не требуют особой 
теории и представляют собой лишь частный случай 
общей теории статики. С этой именно точки зрения 
мы и будем их рассматривать; но мы полагаем, что 
нам следует начать с изложения различных прин- 
ципов, которые применялись до сих пор в этой 
части статики, которую обычно называют гндроста- 
тикой, с тем, чтобы дополнить анализ принципов 
статики, который мы дали в первом отделе. 

1. Первыми принципами равновесия жидкостеи мы 
обязаны еще Архимеду. Его трактат «Ое шз1епирив 
Вип140» в греческом оригинале до нас не дошел; 
существовал только латинский перевод, довольно 
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дефектный, составленный Тартальей (Такаеа), пока 
Коммандин (Соштеп т) не занялся его восстановле- 
нием и пояснил его примечаниями; благодаря стара- 
ниям этого ученого комментатора указанный перевод 
появился в 1565 году под названием «Ое 13 атпае 
уеРип ог ш аата». 

Это произведение, которое можно рассматривать 
как одно из наиболее ценных наследий древности, 
состоит из двух книг. В первой из них Архимед 
излагает следующие два принципа, которые он рас- 
сматривает как опытные начала и на которых он 
основывает всю свою теорию: 1) природа жидкостей 
такова, что менее сжатые части, их выталкиваются 
более сжатыми и каждая часть жидкости всегда 
сжимается весом соответствующего ей вертикального 
столба; 2) все, что выталкивается жидкостью вверх, 
всегда выталкивается по вертикальному направлению, 
проходящему через центр тяжести. 

Из первого принципа‘ Архимед прежде всего за- 
ключает, что поверхность жидкости, все части которой 
согласно предположению тяготеют к центру Земли, 
должна иметь сферическую форму для того, чтобы 
жидкость находилась в равновесии. Далее, он дока- 
зывает, что тело, имеющее такой же вес, как равный 
ему объем жидкости, должно полностью погрузиться 
в жидкость; ибо если представить себе две равные 
пирамиды рассматриваемой жидкости, которая согласно 
допущению находится в равновесии по отношению к 
центру земли, то та пирамида, в которую тело только 
частично погрузилось, производила бы большее давле- 
ние на центр земли или вообще на любую сферическую 
поверхность, которую мы представили бы себе опи- 
санной около центра. Аналогичным образом он до- 
казывает, что тела, вес которых меньше веса равного 
объема жидкости, могут погрузиться в эту жидкость 
лишь настолько, что погруженная часть их займет 
объем жидкости, имеющей вес, равный весу всего 
тела. Отсюда он выводит две теоремы гидростатики, 
а именно: 1) тела более легкие, чем равный им объем 
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жидкости, будучи погружены в эту жидкость, вы- 
талкиваются вверх с силой, равной превышению веса 
вытесненной жидкости над весом погруженного тела, 
и 2) тела более тяжелые, чем жидкость, теряют 
в последней часть своего веса, равную весу вы- 
тесненной жидкости. 

Далее Архимед пользуется своим вторым принципом 
для того, чтобы установить законы равновесия тел, 
плавающих на жидкости. Он доказывает, что каждое 
сечение шара, более легкого, чем равный ему объем 
жидкости, на которой он плавает, обязательно должно 
расположиться таким образом, что основание его будет 
горизонтально; его доказательство заключается в сле- 
дующем: он указывает, что если бы основание окз- 
залось наклоненным, то вес всего тела, который мы 
можем себе представить сосредоточенным в его центре 
тяжести, и вертикальное давление жидкости, которое 
мы тоже можем себе представить сконцентрированным 
в центре тяжести погруженной части тела, стреми- 
лись бы всегда повернуть тело до тех пор, пока его 
основание не заняло бы горизонтального положения. 

Таковы вопросы, рассматриваемые в первой книге 
Архимеда. Во второй книге Архимед, на основе тех 
же принципов, дает законы равновесия различных 
тел, получающихся от вращения конических сечений 
и погруженных в жидкости, обладающие большим 
весом, чем эти тела; он рассматривает случаи, когда 
эти коноиды могут оставаться в наклонном положении, 
случаи, когда они должны сохранять свое отвесное по- 
ложение, а также случаи, когда они должны опроки- 
нуться или же выпрямиться. Эта книга является одним 
из прекраснейших памятников гения Архимеда, она 
содержит теорию устойчивости плавающих тел, к ко- 
торой современные ученые прибавили очень немного. 

2. Хотя после всего того, что было установлено 
Архимедом, уже не представляло особого труда опре- 
делить давление жидкости на дно или на стенки 
сосуда, в котором эта жидкость содержится, тем не 
менее только Стевин впервые предпринял эти иссле- 
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дования и открыл гидростатический парадокс, заклю- 
чающийся в том, что жидкость может производить 
давление, гораздо большее собственного ее веса. 
Гидростатическая теория Стевина помещена в третьем 
томе «Нурошпетаёа ша ета Мса»,. переведенных 
Снеллиусом (Зпе1113) с голландского языка и изданных 
в Лейдене в 1608 году. Доказав, что твердое тело 
любой формы, имеющее вес, равный весу воды, 
будет в последней находиться в равновесии в любом 
положении, так как оно будет всегда занимать 
одинаковое место и будет весить столько же, сколько 
оно весило бы, если бы оно было составлено из 
воды, — Стевин представляет себе наполненный водою 
прямоугольный сосуд и легко доказывает, что дно 
этого сосуда должно поддерживать всю тяжесть воды, 
наполняющей сосуд. После этого Стевин допускает, 
что в этот сосуд погрузили любой формы твердое 
тело, имеющее вес, равный весу воды; тогда ясно, 
что давление останется неизменным. Следовательно, 
осли твердому телу придать такую форму, что оста- 
нется только канал жидкости любой формы, то дав- 
ление этого канала на основание сосуда останется тем 
же и, следовательно, оно будет равно весу вертикально- 
го столба воды, опирающегося на то же основание. Далее 
Стевин указывает, что если допустить, что упомя- 
нутое твердое тело неподвижно закреплено на своем 
месте, то это не может вызвать какого-либо изменения 
действия воды на основание сосуда; таким образом 
давление на дно сосуда всегда равно весу того же 
столба воды независимо от того, какова форма сосуда. 

После этого Стевин переходит к определению 
давления жидкости на вертикальные или наклонные 
стенки сосуда. Он делит поверхность стенок с по- 
мощью горизонтальных линий на ряд мелких частей 
и показывает, что каждая подобная часть находится 
под давлением, большим того, какое испытывала бы 
эта часть, если бы она лежала горизонтально на 
высоте своего верхнего. края, но в то же время мень- 
шим того, какое она испытывала бы, если бы лежала 
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горизонтально на высоте своего нижнего края. Отсюда, 
уменьшая величину этих частей и увеличивая их 
число до бесконечности, Стевин по способу пределов 
доказывает, что давление на плоскую наклонную 
стенку равно весу столба, имеющего своим основа- 
нием эту стенку, а высотой — половину высоты сосуда. 

Далее он определяет давление на любую часть 
наклонной плоской стенки и устанавливает, что оно 
равно весу столба воды, который образовался бы, 
осли бы в каждой точке этой части были восставлены 
перпендикуляры, равные глубине погружения этих 
точек под поверхностью воды. После того как эта 
теорема доказана для плоских поверхностеи, распо- 
ложенных каким угодно образом, ес легко распро- 
странить и на кривые поверхности, и на основании 
этого притти к общему выводу, что давление, про- 
изводимое весомой жидкостью на любую поверхность, 
измеряется весом столба этой жидкости, имеющего 
своим основанием эту поверхность (в случае необхо- 
димости ее можно превратить в плоскость), высота 
же этого столба для различных точек основания 
неодинакова: в каждой точке основания она равна 
расстоянию этой точки от поверхности жидкости или, 
что по существу то же, это давление измеряется всем 
столбом жидкости, имеющим своим основанием по- 
верхность, испытывающую на себе давление, а высо- 
той — вертикальное расстояние центра тяжести той 
же поверхности от верхнего уровня жидкости *). 

3. Как видим, приведенные выше теории равновесия 
и давления жидкостей совершенно не связаны с 
общими принципами статики; они основаны лишь на 
опытных положениях, выведенных из наблюдении 
над особыми свойствами жидкостей. Этот метод обос- 
нования законов гидростатики, заключающийся в 
том, что из некоторых законов, полученных экспери- 


*) По отношению к давлению на кривые поверхности это 
положение неверно. Автор по недосмотру не отметил здесь 
этого обстоятельства. (Прим. Бертрана.) 
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ментальным путем, выводят затем все прочие законы, 
был воспринят большинством новейших авторов, 
благодаря чему гидростатика является дисциплиной, 
совершенно отличной и независимой от статики. 

Тем не менее представлялось естественным попы- 
таться связать между собою эти две дисциплины 
и подчинить их одному и тому же принципу. Однако 
ясно, что из числа различных принципов, которые 
могут быть использованы в качестве базы для статики 
и которые мы вкратце изложили в первом отделе, 
только один принцип виртуальных скоростей можэт 
быть естественно применен к равновесию жидкостей. 
И действительно, автор этого принципа — Галилей — 
воспользовался им для обоснования главнейших теорем 
статики и гидростатики. 

В своем «О1зсогзо и\фогпо аПе созе, сВе збаппо т 
зи Гасача, о све ш алаеНа 31 шаоуопо» («Диалог о 
предметах, которые находятся на воде или которые в 
ней движутся») он выводит непосредственно из этого 
принципа равновесие воды в сифоне, доказывая, что если 
допустить наличие равных высот жидкости в обоих ко- 
ленах, то жидкость не будет снижаться в одном колене 
и подниматься в другом без того, чтобы моменты в сни- 
жающейся и поднимающейся частях жидкости были 
между собою равны. Аналогичным ‘способом Галилей 
обосновывает равновесие жидкостей с погруженными 
в них твердыми телами. Следует, конечно, признать, 
что его доказательства недостаточно строги и, хотя 
их пытались дополнить в примечаниях, приложенных 
‹ флорентинскому изданию 1728 г., можно сказать, 
что они оставляют желать еще многого. Декарт и 
Паскаль (Разса]) тоже применили в гидростатике прин- 
цин виртуальных скоростеи; последний особенно широ- 
ко использовал этот принцип в своем «ТгаЦе 4е Геди- 
ИЪте дез Пдиеигз («О равновесии жидкостей»), где он 
применил его для доказательства основного свойства 
жидкостей, заключающегося в том, что любое давление, 
приложенное к какой-либо точке их поверхности, пе- 
редается равномерно всем другим точкам. 
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4. Однако указанные применения принципа вир- 
туальных скоростей были еще слишком гипотетичными 
и, если можно так выразиться, слишком робкими 
(]асВез), чтобы послужить основой для разработки 
строгой теории равновесия жидкостей. Но с того вре- 
мени указанный принцип был оставлен большинством 
авторов, писавших о вопросах гидростатики, и особен- 
но теми из них, которые поставили себе целью рас- 
ширить пределы этой отрасли знания и найти законы 
равновесия разнородных жидкостей, все части кото- 
рых находятся под действием каких-либо сил; эти 
исследования особенно важны потому, что они нахо- 
дятся в связи с знаменитой проблемой о форме Земли. 

Гюйгенс *) принял в своем исследовании в каче- 
стве принципа равновесия положение о перпендику- 
лярности тяжести к поверхности. Ньютон **) исходил 
из принципа равенства весов центральных столбов. 
Буге ***) (Вопраег) позднее отметил, что указанные 
два принципа зачастую не приводят к одному и тому 
же результату, и на основании этого пришел к вы- 
воду, что для равновесия жидкой массы необходимо, 
чтобы оба принципа осуществлялись одновременно и 
согласованно приводили к той же самой форме поверх- 
ности жидкости. Однако ВКлеро (Сайга) ****) дальше 
показал, что могут быть и такие случаи, когда ука- 
занная согласованность существует, а равновесия 
все-таки нет. Маклорен (Мас]ачгшт) *****) обобщил 
принцип Ньютона и выдвинул положение, согласно 
которому’у жидкой массы, находящейся в равновесии, 
каждая частица должна сжиматься одинаково всеми 
прямолинейными столбами жидкости, опирающимися 
на эту частицу и заканчивающимися на поверхности. 
Клеро еще больше обобщил этот принцип, показав, что 


*) См. О1ззевайо 4е сааза сгауЦцайиз, а4адЦатепеат; Орега 
роз йаша, &. П, р. 116. 
**) Рипср1а, Ь. Ш, ргороз. 19. 
***) Метотез ае 1‘Асадепле 4е Заепсез, 173&. 
****) ТИбоше 4е 1а Иоате 4е 1а Тезте, р. 28,2 Еа., Рагз, 1808. 


*****) ТтаЦе де Пиах!опз, %. П, р. 110. Раг1з 1749. (Прим. 
Бертрана.) 
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равновесие жидкой массы требует, чтобы силы, прило- 
женные ко всем частям жидкости, заключенным в лю- 
бой трубке, заканчивающейся на поверхности или же 
замкнутой, взаимно уничтожались. Наконец, он впер- 
вые вывел из этого принципа истинные основные за- 
коны равновесия жидкой массы, все части которой 
находятся под действием каких-либо сил, и нашел 
уравнения в частных дифференциалах, с помощью 
которых можно выразить эти законы. Это открытие 
придало гидростатике совершенно иной вид и превра- 
тило ее в новую науку. 

5. Принцип Клеро является естественным след- 
ствием принципа равенства давления по всем направ- 
лениям, и из последнего можно непосредственно 
вывести те уравнения, которые получаются из прин- 
ципа равновесия жидких трубок. В самом деле, если 
давление рассматривать как силу, которая действует 
на каждую частицу и которая может быть выражена 
с помощью функции координат, определяющих место 
частицы в жидкости, то разность сил давлений, испы- 
тываемых частицей с двух противоположных и парал- 
лельных сторон, дает силу, которая стремится двигать 
частицу перпендикулярно к этим сторонам и которая 
должна быть уничтожена ускоряющими силами, при- 
ложенными к этой частице. Таким образом, если все 
эти силы отнести к трем взаимно перпендикулярным 
координатам и представить себе, что жидкая масса 
разделена на маленькие прямоугольные параллелепи- 
педы, имеющие своими сторонами элементы этих 
координат, то мы тотчас же получим три уравнения 
в частных производных между давлением и задан- 
ными ускоряющими силами; эти уравнения и служат 
для определения самого давления, а также отноше- 
ния, которое должно существовать между этими си- 
лами. Этот простой способ нахождения общих зако- 
нов гидростатики ведет свое начало от Эйлера (М6- 
шо!гез Че ВегИп за 1755); в настоящее время этот 
способ принят почти во всех руководствах по этой 
отрасли науки. 


16 эк. Лагранж, т. ] 
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6. Принцип равенства давления по всем направ- 
лениям является, таким образом, до настоящего вре- 
мени основой равновесия жидкостей, и следует при- 
знать, что этот принцип закиючает в себе наиболее 
простое и наиболее общее свойство, установленное 
опытом в жидкостях, находящихся в состоянии рав- 
новесия. Однако является ли знание этого свойства 
совершенно необходимым при исследовании законов 
равновесия жидкостей? Нельзя ли эти законы вывести 
непосредственно из самой природы жидкостей, рас- 
сматривая последние как собрания молекул, сильно 
разобщенных, независимых друг от друга и способ- 
ных совершенно свободно двигаться во всех направ- 
лениях? Это я и попытаюсь сделать в следующем 
отделе, пользуясь при этом только принципом рав- 
новесия, который я до сих пор применял лишь к 
твердым телам; эта часть моей работы даст не только 
одно из наиболее прекрасных применений упомяну- 
того принципа, но и послужит для упрощения в 
некоторых отношениях самой теории гидростатики. 

Известно, что жидкости вообще распадаются на 
два вида: на жидкости несжимаемые, части которых 
могут изменять свою форму, но не изменяют своего 
объема, и на жидкости сжимаемые или упругие, 
части которых способны изменять одновременно как 
свою форму, так и свой объем, причем они всегда 
стремятся расшириться с известной силой, которую 
обычно принимают пропорциональной некоторой функ- 
ции плотности. 

Вода, ртуть и т. д. принадлежат к первому виду; 
воздух, пары кипящей воды и т. д. принадлежат ко 
второму виду. 

Мы рассмотрим сначала равновесие несжимаемых 
жидкостей, а затем равновесие жидкостей сжимае- 
мых и упругих, 


оу ы 


ке 


ОТДЕЛ СЕДЬМОЙ. 
О РАВНОВЕСИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Пусть имеется масса жидкости т, все точки 
которой находятся под действием тяжести или каких- 
либо сил Р, О, В,..., направленных по линиям 
р, 4, г,...; тогда для суммы моментов всех этих 
сил, если воспользоваться обозначениями пункта 12 
отдела ТУ, мы получим следующее интегральное 
выражение: | 


\(Р5р-- 039-- В" +...) ат, 


которое вообще должно равняться нулю, чтобы 
жидкость могла находиться в равновесии. 


$ Г. 0 равновесии жидкости в очень узкой трубке. 


2. Допустим сначала, что жидкость заключена в 
бесконечно тонком канале или трубке заданной формы, 
и вообразим себе, что жидкость разделена на беско- 
нечно малые слои или части, высота которых пусть 
будет 45, а поперечное сечение <; тогда можно поло- 
жить т = ® 4$, так как сечение трубки ®х согласно 
допущению бесконечно мало, а 4$ представляет собою 
элемент кривой,. образуемой трубкой. Теперь пред- 
ставим себе, что жидкость получает небольшое дви- 
жение и бесконечно мало изменяет свое положение 
в трубке, причем 85 представляет собою небольшое 


16+ 
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пространство, проходимое по трубке слоем или части- 
цей 4т; тогда ясно, что «0$ выразит количество 
жидкости, которое одновременно пройдет через каж- 
дое из сечений « трубки. Но в силу несжимаемости 
жидкости это количество должно быть повсюду оди- 
наковым; следовательно, если положить < 5$ =, то 
х будет постоянной по всей линии трубки. Таким 


& 
образом мы будем иметь ‹ = —_ , аследовательно, 


6$ ' 
© 45 . б 
фт = —=5 ; стало быть, формула, выражающая сумму 
моментов сил, если постоянную х вынести за знак 


интеграла, получит следующий вид: 
«В (Рзр + О-В +...) =. 


Так как о6р, 04, д’, ... являются вариациями 
линий р, 4, г, ..., соответствующими вариации 55, то 
ясно, что эти вариации должны находиться между 
собою в таких же отношениях, как дифференциалы 
(р, 44, 4г, ..., ибо форма трубки задана; поэтому 
мы будем иметь 


благодаря этому приведенная выше формула получит 
следующий вид: 


«\(Рар-+ 044+ Ва'-.. .), 


где дифференциалы @р, 44, Чт, ... относятся к кривой 
линии трубки, а знак ь указывает на то, что инте- 
грал берется по всему протяжению трубки. 
Следовательно, если приведенную величину при- 
равнять нулю, то у нас получится уравнение 


\(Рар-+ 044+ Ваг+..:) =0, 


которое содержит в себе общий закон равновесия 
жидкости, заключенной в трубку любой формы. 
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3. Пусть помимо сил Р, О, В, ..., действующих 
на каждую точку жидкости, на одном из концов 
трубки имеется еще и внешняя сила П'’, дей- 
ствующая на поверхность жидкости при посредстве 
поршня и перпендикулярно к стенкам сосуда; тогда 
обозначим через 095' малый путь, проходимый тем 
слоем жидкости, который согласно допущению сжат 
силой П', в то время как другие слои проходят отлич- 
ные от него пути 95; в таком случае к сумме момен- 
тов сил Р, О, В, ... следует прибавить момент силы 
П', который выразится через П'55'. Но если мы на- 
зовем ®' сечение трубки в том месте, где действует 
сила П', то ®'5$' выразит количество жидкости, про- 
ходящей через сечение ®’, в то время как через 
любое другое сечение « проходит количество жидко- 
сти © 55. 

Но несжимаемость жидкости требует, чтобы эти 
количества были повсюду одинаковы; следовательно, 
аналогично тому, как мы приняли © 6$ =а, мы будем 


|9 
также иметь ®' 55' =; откуда вытекает д5' = —. Та- 


ким образом общая сумма моментов сил, действую- 
щих на жидкость, выразится с помощью следующей 


формулы: 


х [+ 8(Рар+9 4+4 +...)|, 


и уравнение равновесия будет иметь следующий ВИД: 
Г’ 1 
-- Е (Рар-- 044 + Ваг-...) =0. 


4. Ясно, что в состоянии равновесия сила П’ 
должна быть уравновешена давлением жидкости на 
поршень, поперечное сечение которого равно ©’, 
откуда следует, что это давление будет равно — П' 
и, значит, будет равно 


«' М (Рар-- 04а- Ваг-...). 
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Таким образом вообще давление жидкости на ка- 


ждую точку поршня выразится с помощью интеграль- 
ного выражения 


У (Рар-+ Ода Ваг-+...), 


причем этот интеграл должен быть взят по всей дли- 
не трубки. Давление останется тем же, если вместо 
подвижного поршня мы представим себе неподвиж- 
ное дно, запирающее трубку с одной стороны. 

5. Если на другом конце трубки имеется другая 
сила П”, которая тоже действует при посредстве 
поршня, то, обозначив через «” поперечное сечение 
канала в этом месте, мы аналогично прежнему полу- 
чим для равновесия жидкости следующее уравнение: 


Г, + 8 (Рар+ 044+ ва"+...)=0. 


6. Следовательно, в том случае, когда жидкость 
подвергается сжатию только со стороны двух внеш- 
них сил П'и И", приложенных к поверхностям ©' 
и ©”, для равновесия требуется, чтобы существовало 


1 1” 
равенство —— + = 0; отсюда ясно, что силы П'иП" 


) 


должны иметь противоположные направления и вто 
же время должны быть обратно пропорциональны 
поверхностям ®х'и ©", на которые они действуют; это 
последнее положение принимают обычно в качестве 
опытного принципа или, по меньшей мере, в качест- 
ве следствия, вытекающего из принципа равенства 
давления по всем направлениям, в котором, по мне- 
нию большинства авторов по гидростатике, и заклю- 
чается природа жидкостей. 

7. Знание законов равновесия жидкости, заклю- 
ченной в очень узкую трубку любой формы, может 
привести к познанию законов равновесия любой массы 
жидкости, заключенной в какой-либо сосуд или же 
не заключенной в него. 

В самом деле, если жидкая масса находится в 
равновесии, и мы представим себе какой-нибудь пере- 
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секающий ее канал, то ясно, что жидкость, содер- 
жащаяся в этом канале, будет и сама находиться в 
равновесии, т. е. независимо от остальной жидкости. 
Следовательно, для равновесия этого канала, если 
отвлечься от внешних сил, мы будем иметь (п. 2) 


№ (Рар-+ Оаа-+ Ваг+...) =0. 


Так как форма канала должна быть неопределен- 
ной, то приведенное уравнение должно быть незави- 
симым от этой формы; отсюда можно тотчас же притти 
к выводу, как это сделал Клеро в своей «ТЬвоше 4е 
]а Ночге 4е ]а Тегге», что величина Рар-+ О ач- 
- А4т+... должна быть полным дифференциалом. 
Но к этому заключению можно притти и с помощью 
анализа, причем одновременно: можно установить 
отношения, какие должны существовать между вели- 
чинами Р, О, В,... С этой целью достаточно только 
варьировать интеграл 


№ (Рар+- О аа-+ Ваг-...) 


по методу вариаций и положить его вариацию рав- 
ной нулю. , 
8. Обозначим вообще через 4 значение интеграла 


\(Рар- Оаа+Ваг-...), 
взятого по всей длине канала; тогда необходимо, чтобы 
5$ = 0. 


Но путем дифференцирования мы получим 


| 


5 =5№ (Рар-+ О4а- Ваг+...) 
=№5(Рар-+ 044+ Ваг+...) 
= (РЗ ар-- Обаа + Вбаг+...-+ 

+ оРАр- 50 аа-+58В4-...). 
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Поставив 45 вместо 54 и освободившись затем 
путем интегрирования по частям от двойного символа 
45, мы получим 


уг = РО А+... + 
+ (Рар-аР5р-+ 50 44—40 84 + 
- 5В 4 —аВбт-+...); 


здесь члены, стоящие вне знака №, относятся к пре- 
делам интеграла, выраженного с помощью этого знака, 
и, следовательно, соответствуют концам канала; та- 
ким образом, если мы предположим, что эти концы 
неподвижны, то соответствующие им вариации 6р, 


54, 8",... будут равны нулю и рассматриваемые 
члены сами собою исчезнут. 

Далее, так как величины Р,О,В,..., выражаю- 
щие силы, являются функциями р,4,г,..., или же 


всегда могут быть рассматриваемы как их функции, 
то ясно, что та часть 5, которая имеет перед собою 
знак №, не поддается дальнейшему преобразованию; 
следовательно, для того чтобы вообще имело место 
оф =0, необходимо, чтобы упомянутая часть сама 
по себе равнялась нулю и, значит, чтобы для каждой 
точки жидкости имело место тождество 


ЗРар—аР5р-+ $0 44—4059--3Ваг—ав-+...=0. 


Если выражения сил Р,О,В,...рассматривать как 
некоторые функции р,4,г,..., то согласно обще- 
принятому обозначению мы будем иметь 

ОР ОР ОР 
а также 


ОР ОР ОР 


аналогичные выражения мы будем иметь и для дру- 
гих дифференциалов. Еслиэти выражения подставить 
в приведенное выше уравнение и расположить члены 


О РАВНОВЕСИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ 249 


в определенном порядке, то оно примет следую- 
щий вид: 


0Р д 
0=+(5:—9) (64 4р — 44 8р) + 


ОР ОЕ 
+(5-—55 ) 8" 4р— а" 8р) + 
“д ОВ 
(5-я (5" 44 — 4" 84) + 
-. 


® ® р) 


это уравнение должно быть в силе независимо от 
дифференциалов @р, 44, 4г,...;5р, 84, 9г,... 

Следовательно, если между переменными р, 4, г.... 
не существует никаких заданных отношений, надо 
положить в отдельности 


ЭР _60 _ ЭР 98) 00_ 08 _( 
ъ99 д’ 9 др о? 
Приведенные уравнения представляют собою из- 
вестные условные уравнения для интегрируемости 
выражения 


рар- оО44- Ваг-... 


9. Когда линии р,4,г,..., как в рассматривае- 
мом случае, относятся к одной и той же точке про- 
странства, они могут зависеть только от трех коор- 
динат этой точки, а силы Р,О,А,... могут быть 
всегда сведены к трем силам, действующим по на- 
правлениям координат (отд. У, п. 7). Таким образом, 
если р, 4, г принять в качестве этих координат, будь то 
координаты прямоугольные или какие-либо иные*), 
а Р, О, А,... принять в качестве сил, действующих 
на каждую частицу жидкости по направлению тех 


*) Это утверждение не вполне верно. Если силы Р, О, Е 
обозначают составляющие, параллельные трем носоугольным 
осям координэт, а р, 4, г— координаты относительно тех же 
осей, то сумма виртуальных моментов не равна Рар- О аа 
-- В 4г и приведенные выше соображения не могут быть при- 
менены к этому случаю. (Прим Бертрана.) 
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же координат, то величины Р, О, А, рассматриваемые 
как функции р,9,т, должны удовлетворять следую- 
щим трем уравнениям: 

ЭР 00 _ р 98 (д 9098 | 

04 д’ 0 до ^’ 9 04° 
Таковы условия, необходимые для того, чтобы масса 
жидкости могла находиться в равновесии, когда на 
все ее точки действуют силы Р, О, В. 

Впрочем, до сих пор мы отвлекались от плот- 
ности жидкости, или точнее, мы считали ее постоян- 
ной и равной единице; однако, если бы мы пожелали 
допустить, что плотность является переменной, то, 
обозначив через Г плотность какой-либо частицы 
4т, мы имели бы (п. 2) ат = Го4$, и величины 
Р, 0,Н,... следовало бы помножить на Г. Таким 
образом для равновесия жидкостей с переменной 
плотностью мы получили бы те же законы, что и 
для жидкостей с постоянной плотностью, причем 
нам пришлось бы только помножить различные силы 
на плотность той точки, на которую они действуют, 
т. е. нам пришлось бы вместо Р,О,А,... написать 


ГР, ГО, ГА.... 


$ П. Вывод общих законов равновееия 
несжимаемых жидкостей из свойетв чаетиц, 
их составляющих. 


10. Выведем теперь законы равновесия несжимаемых 
жидкостей непосредственно из нашей общей формулы, 
рассматривая этот вид жидкостей, как составленный 
из большого количества частиц, способных переме- 
щаться во всех направлениях, причем эти частицы 
могут изменять свою форму, но без изменения 
объема. 

Предположим для простоты, что все силы, дей- 
ствующие на частицы жидкости, сведены к трем 
силам, выражающимся через Х, У, { и направленным 
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но осям 4%,у,2 прямоугольной системы координат, 
т. е. стремящимся укоротить эти координаты. В главе 
Т отдела У мы дали общие формулы этого преобра- 
зования. 

Если мы обозначим через 4т массу любой ча- 
стицы, то для суммы моментов сил ХХ, У, Й мы будем 
иметь интегральную формулу 


У (Хз -- УЗу-- 7 52) ат; 


объем частицы может быть выражен через 4х ду 4, 


а так как Г обозначает плотность, то ясно, что мы 
будем иметь 


фт = Гах ду 42;. 


следовательно, знак интегрирования № будет одно- 
временно относиться к трем переменным х, у, 2. 

Сверх того, следует принять во внимание услов- 
ное уравнение, вытекающее из несжимаемости 
жидкости. Если допустить, что это уравнение выража- 
ется через С, = 0, то его следует продифференцировать 
в смысле 5, помно жить на неопределенный коэффициент 
Л и проинтегрировать, в результате чего получится 
выражение №^51,, которое и должно быть прибавле- 
но к приведенному выше выражению. 

Если при этом не имеется ни внешних сил, кото- 
рые действовали бы на поверхность жидкости, ни 
особых условий для этой поверхности, то в качестве 
общего уравнения равновесия мы получим просто 


(отд. 1\, п. 13) 
У (Ход -- УЗ + 252) ат -- МАГ, = 0. 


Интегралы здесь следует брать по всей массе 
жидкости. 

11. Условие несжимаемости заключается в том, 
что объем каждой частицы остается неизменным; 
следовательно, если мы этот объем выразим через 
4х Чу 42, то в качестве условного уравнения мы 
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= 


получим 414 4: = с0п3%. Таким образом мы будем 
иметь 


Г. = 41 4у 43 — сопз\, 5Г, = 6 (4х ау 42). 


Можно было бы подумать, что для получения 
вариации 6 (4х 4у 43) достаточно просто продифферен- 
цировать 45 4у42 в смысле 6; в действительности, 
однако, здесь следует остановиться на одном сообра- 
жении, без которого вычисление оказалось бы недо- 
статочно строгим. Величина 41 4у 42 выражает объем 
частицы лишь в том схучае, когда мы допускаем, 
что эта частица имеет форму прямоугольного парал- 
лелепипеда, стороны которого параллельны осям 7, 
у, 2. Такое допущение, конечно, вполне приемлемо, 
так как мы можем себе представить, что жидкость 
разделена на бесконечно малые элементы любой 
формы. Таким образом 65(454у42) должно выразить 
ту вариацию, которую испытывает этот объем, когда 
частица бесконечно мало изменяет свое положение 
и координаты ее х, у, 2 превращаются в х -+- 8х, у- 8у, 
2-02; ясно, что если при этом изменении частица 
сохраняет форму прямоугольного параллелепипеда, 
то мы будем иметь 


0 (4х 4у4>) = ду 4: вах + ах аз вау -- ах 4уба2. 


Согласно принципам вариационного исчисления 
можно вместо $ 4х, 54у, 58 42 взять 4ёх, 48у, 482, но 
следует иметь в виду, что вариации 8х, бу, 62 можно 
рассматривать как неопределенные и бесконечно ма- 
лые функции 17,2 для того, чтобы 485% выразило 
вариацию стороны 4х прямоугольной частицы 4х Ду 45; 
но эта сторона образуется вследствие увеличения 
координаты х на 4х, в то время как другие .две 
координаты у из не изменяются, поэтому при диф- 
ференцировании $5 следует считать переменной толь- 
ко 1. Таким образом согласно обозначению, приня- 
тому для частных дифференциалов, в данном случае 


ддх 
следует вместо простого выражения {6х писать 9 4%; 
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по тем же соображениям вместо 46у и 482 следует 
и 


95 
писать зу Чу и -- 42. Гаким образом, если исходить 
из допущения, что после вариации частица 4х ау 42 
сохраняет свою прямоугольную форму, то мы будем 


иметь 
9бу ,/ 052 
+ 9: 


То же самое выражение мы получили бы и в 
том случае, если бы мы допустили, что после 
вариации частица 4х 4у 42 превращается в паралле- 
лепипед, углы которого бесконечно мало отличаются 
от прямого угла. В самом деле, из геометрии извест- 
но, что если а,6, с представляют собою три стороны 
параллелепипеда, образующие телесный угол, ах, В, 
у — три угла, образуемых этими сторонами, то объем 
параллелепипеда выражается следующей формулой: 


3 (4х ау 42) = ат ау 42 (ЗЕ+ 


абс У (1 — с032% — с03*8 — с0з?^у -+ 2 созх с0з В созу). 


Но при варьировании стороны переходят в 
08 д 
4% (1+5 =. Ч (1 +9), 42 (1+ т 


а косинусы углов «,В,у становятся бесконечно ма- 
лыми; следовательно, если вместо а,6,с подставить 
эти выражения и пренебречь бесконечно малыми 
величинами порядка выше первого, то для вариации 
ах 4у 42 получится то же самое выражение, какое 
мы нашли выше. 

Хотя упомянутое допущение являстся законным, 
мы все-таки не примем его без доказательства, дабы 
наши формулы не оставляли ничего желать с точки 
зрения точности. Поэтому мы определим вариацию 
ат у 4з, пользуясь строгим методом, принимая одно- 
временно во внимание изменение положения и длины 
каждой из сторон прямоугольного параллелепипеда; 
при этом мы сделаем лишь одно допущение, являю- 
щееся для бесконечно малых величин вполне пра- 


к 
ел 
Но 
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вильным, а именно, что упомянутые стороны останут- 
ся прямолинейными. 

12. Для упрощения этого исследования мы начнем 
с того, что рассмотрим лишь одну из сторон парал- 
лелепипеда, например, сторону ах ду, четыре вершины 


которой соответствуют следующим четырем системам 
значений координат: 


х, У, 2, (1) 
х-- ат, у, 5, (2) 
х, Уу- ау, 5, (3) 
2+4, у ау, 2. (4) 


Нредположим, что координаты х, У, 2 первои 
системы переидут в х-- 4х, уу, 5-55 и будем 
смотреть на вариации 065, ду, 82 как на бесконечно 
малые функции х,у,2; постепенно увеличивая х, у 
на их дифференциалы 4х, Чу, мы определим, во что 
будут одновременно превращаться координаты трех 
других систем. Указанным путем, отмечая различные 
системы теми же цифрами, мы получим 


2455, у-Е ЗУ, 2-82, (1) 
+4282 а ат, уу У ат, 24+ 82- 52 4, (2) 
В 95 
8е- 5 ау, уНЧу-+Зу+ И ау, 28а +2 ау, (3) 
х-- ах + 5х в +5 4, м 

95 ов 
у Чу + ЗУ + 5; 48 +5 4, (4) 
905 005 


08-5 — 41 2-- зу 49. 


Так как эти системы координат соответствуют четы- 
рем вершинам нового четырехугольника, в который 
превратился прямоугольник 45 у, то ясно, что сторо- 
ны этого четырехугольника мы можем получить, извлек- 
ши квадратный корень из суммы квадратов разно- 
стей координат двух вершин, прилежащих к соот- 
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ветствующей стороне. Отмечая линию, соединяющую 
какие-нибудь две вершины, путем комбинации двух 
чисел, соответствующих этим углам, мы таким обра- 
зом получим 


ва -ву (+++ Е) 
и.) =, 2 + (++ (22), 
вау (147+ (+ (25%), 
(24) =ау у (==) "(1 + (1+7) + + (922); 


отсюда видно, что противоположные стороны (1,2), 
(3,4) между собою равны; точно так же равны между 
собою стороны (1,3), (2,4); таким образом рассматри- 
ваемый четырехугольник представляет собою парал- 
лелограмм, смежные стороны которого (1,2), (1,3), 
если под знаком корня пренебречь бесконечно ма- 
лыми величинами второго порядка по сравнению 
с величинами первого порядка,. равны 


(1,2) = 42(1+°5=)), (1,3) = 4у(1+°5°°). 


13. Что касается угла, заключенного между этими 
двумя сторонами, то его можно определить с помощью 
диагонали (2,3), которая может быть тоже получена 
путем извлечения квадратного корня из суммы квад- 
ратов разности координат, соответствующих систе- 
мам (2) и (3); указанным путем мы получим 


У ых бы беби ая бы), 


Если искомый угол назовем ох, то треугольник, 
образованный тремя сторонами (1,2), (1,3), (2,3), даст 
(1,2) (1,3)* — (2,3) 


сов = 2 (1,2) х (3) 
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Подставив в это выражение наиденные выше значе- 
ния (1,2), (1,3), (2,3), перечеркнув те члены, которые 
взаимно уничтожаются, и отбросив бесконечно малые 
величины второго и более высоких порядков, мы 
получим 


отсюда ясно, что угол х отличается от прямого угла 
лишь на бесконечно малую величину, так как коси- 
нус его бесконечно мал. 

14. Если мы применим тот же анализ к двум 
другим сторонам 4х 43, ау 42 ‘прямоугольного парал- 
лелепипеда 4х Чу 42, то найдем, что и эти сто- 
роны тоже превращаются в параллелограммы; таким 
образом и три другие противоположные им стороны 
тоже превращаются в параллелограммы, как это легко 
доказать с помощью геометрии. Следовательно, новое 
тело будет представлять собою параллелепипед, 
стороны которого, образующие один телесный угол, 
составляют 


45 (1+ +52), Я (1+ 55“ 42 (1+52); 


если назвать и, В, у углы, заключающиеся между 
этими сторонами, то мы будем иметь 


соза — д 6х 9 бу 
— ду дх } 
д8х 955 


ОВ = 5, Ри 


на этом основании можно притти к заключению, что 
с помощью данной нами выше (п. 11) формулы 
вариация прямоугольного параллелепипеда 4х 4у 42 
выражается вполне строго. 
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Отсюда также видно, что если бы вариации 0х, 
бу, 92 были соответственно функциями только одной 
из переменных х, у, 2, то мы имели бы в точности 


08 & =0, созВ=0, созу=0. 


Таким образом прямоугольный  параллелепипед 
4х Чу 4х и после вариации сохранил бы свою прямо- 
угольную форму. Но так как изменение формы 
параллелепипеда только бесконечно мало и нисколько 
не влияет на значение его объема, то отсюда следует, 
что, нисколько не уменьшая общности выводов, 
можно допустить, что вариации 61, $у, 55 являются 
просто функциями соответственно‘ 1, уи 2, как мы 
это сделали в пункте 31 отдела ТУ [1]. 

16. Имея таким образом верное значение 5 (4 Чу 42), 
мы можем его применить для 6Д, и тогда мы получим 


__ 9бх 7. 905 
5Ё = аз4у 43 5 + и 5) 


Подставим теперь это значение в общее уравнение 
пункта 10 и одновременно заменим 4т его значением 
Гах 4у 43, тогда мы получим уравнение 


У [Г(Х 55 + Узи 2 52) + 
а (22 + 988 4х Чу аз = 0. 


Здесь остается только освободиться от двойного 
символа 46, пользуясь тем методом, который был 
изложен в $ П отдела ТУ. 

17. Рассмотрим сначала величину 


$75 42 ау ат, 


где знак № обозначает тройной интеграл но х, у, 

так как дифференциал 6х относится только к вариа- 
ции 1, то ясно, что для того, чтобы освободиться 
от него, достаточно только учесть интегрирование 


47 ж. Лагранж, т. 1 
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по 1; поэтому дадим сначала указанной величине 
следующий вид: 


У (у 42 мл а 
а затем преобразуем простой интеграл 
Ул Ре ах в №’ В 5 ох х; 


здесь величины, обозначенные одним штрихом, отно- 
сятся к началу интегрирования, а обозначенные двумя 
штрихами — к точке, в которой интегрирование закан- 
чивается, в соответствии со способом обозначения, 
принятым в указанном выше месте. Таким образом 
рассматриваемая величина преобразуется в сле- 
дующую: 


$ ау а (^" 3" —>'3а') — Вау 42 В 5 8х аз, 
или, что то же, в 
№ (7 5" — 85, ау 42— № 5 54 4х ау 42. 
Таким же образом и по тем же основаниям величины 
мл —^ = 4х ау а: и $72 4х Ду 42 
преобразуются в следующие: 


У (^"5у" — ^' у’) ах 4 —№ а бу 4х ау 42 


№ (^'52"— ^! 52) дах ау—№ 5% 95 4х ау 42. 
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После подстановки этих величин мы Получим 


следующее общее уравнение для равновесия жидкой 
массы: 


9^. 9). 9% 
$(гх- 5х 8 +(ГУ _ ву )ву+(Г2—5; 82 4 ау аз + 
+ № ("5—5") ду аз + № (^"Зу" — №5’) 4х аз 


+ № (^"52"” — №52’) 4т4ау=0 


здесь остается только приравнять отдельно нулю 
коэффициенты неопределенных вариаций 8х, 6у, 682 
(отд. ТУ, п. 16) [3]. 

18. Итак, прежде всего мы получим следующие 
три уравнения: 

9). 9%. 9%. 

которые должны иметь место во всех точках 
жидкой массы. | 

Далее, если жидкость со всех сторон свободна, 
то вариации 6х1’, бу’, 62’, дд’, ву’, 52", относящиеся 
‹ точкам поверхности жидкости, тоже будут неопре- 
деленными и, следовательно, надо будет еще прирав- 
нять отдельно нулю их коэффициенты, что даст ^'=0, 
"=0, т. е. вообше ^=0 для всех точек поверхности 
жидкости; это уравнение послужит для определения 
формы этой поверхности. 

То же самое будет, если жидкость заключена 
в сосуд, — для той части ее поверхности, где сосуд 
открыт; что же касается той части жидкости, кото- 
рая прилегает к стенкам сосуда, то между вариа- 
циями 55’, бу’, 92’, д’, ду", 85’ должны существовать 
некоторые отношения, обусловливаемые формой этих 
стенок, так как жидкость может перемещаться только 
вдоль стенок; дальше мы докажем, что какова бы ни 
была форма стенок, члены, содержащие в себе рас- 
сматриваемые величины вариации, сами по себе всег- 
да будут равны нулю, так что никаких условий 


17* 
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относительно этой части поверхности жидкости суще- 
ствовать не будет. 

19. Три уравнения, установленных нами для усло- 
вий равновесия жидкости, дают 


О 
9% СХ, 


а так как 
ал =5^ 41 +5, ву + 5 42, 
то мы будем иметь 
4), = Г(Х ах - Удау-+ 2 а2); 
следовательно, величина 
Г(Х ах -- Уау-- 2 42) 


должна быть полным дифференциалом по 1, У, 5; 
в одном этом условии содержатся законы равновесия 
жидкостей. 

Если из тех же уравнений исключить величину ^, 
то мы получим следующие уравнения: 


эгх ду ОГХ огр ОГУ _0Г2 
ду — дх’ 05 — д’ 0 ° ду’ 


находящиеся в полном соответствии с уравнениями 
пункта 9. 

Таким образом приведенные условия необходимы 
для того, чтобы жидкая масса могла быть в равно- 
весии, находясь под действием сил Х, У, И. Если 
они осуществляются благодаря природе этих сил, то 
создается полная уверенность, что равновесие воз- 
можно, и тогда остается только найти ту форму, 
какую должна принять жидкая масса, чтобы нахо- 
диться в равновесии, т. е. уравнение наружной 
поверхности жидкости. 

В предыдущем пункте мы уже видели, что в каж- 
дой точке этой поверхности мы должны иметь ^=0. 
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Но так как @^ = Г(Х 4х -- У4у-- 1 42), то путем 
интегрирования мы получим 


Л = Г(Х 45 + Удау-+ 2 42) - сопз; 
следовательно, уравнение внешней поверхности будет 


\ Г(Х 42 + У4у+ 242) =К, 


где К — произвольная постоянная; это уравнение 
будет всегда состоять из конечных членов, так как 
согласно допущению величина Г(Х ах -- У4у- 242) 
является полным дифференциалом. 

20. Величина Х 4х + Уду -1 7 42 всегда сама собою 
является полным дифференциалем, если силы Х, У, 
являются результатом одного или нескольких при- 
тяжений, пропорциональных каким-либо функциям 
‘расстояний от центров, так как согласно пункту 1 
отдела У 


Хаз - У4ау- #42 = Рар-- Оа9-- Ва" +... 


Обозначив эту величину через АП, мы получим 
4^=ГаАП; следовательно, для того чтобы 4» было 
полным дифференциалом, требуется, чтобы Г была 


функцией П. Отсюда вытекает; что и ^= \ Гап 


должна быть функцией ИП. 
Таким образом в данном случае, имеющем место в 
природе, мы имеем для формы поверхности уравнение 


функция П = К, 


т. е. П равно постоянной величине; это уравнение 
тождественно с тем, какое имело бы место, если бы 
плотность жидкости была постоянной. Далее, так 
как П на поверхности является постоянной величи- 
ной, а Г является функцией П, то отсюда следует, 
что во всех точках внешней поверхности жидкой мас- 
сы, находящейся в равновесии, плотность Г должна 
быть одна и та же. . 
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Внутри жидкости плотность может изменяться ка- 
ким угодно образом, оставаясь, однако, все время функ- 
цией П; следовательно, она должна быть постоянной 
повсюду, где значение П постоянно. Таким образом 
П =} является общим уравнением слоя равной плот- 
ности, если й — постоянная величина. Путем дифферен- 
цирования мы, таким образом, получаем в качестве 
общего уравнения для этих поверхностей 


4П =0 или Хах-- Уду- 2 43 =0. 


Легко видеть, что это уравнение представляет собою 
уравнение поверхностей, к которым перпендикуляр- 
на равнодействующая сил Х, У, 0 и которые Клеро 
называет поверхностями уровня. Отсюда следует, что 
в каждом слое, образованном двумя бесконечно близ- 
кими поверхностями уровня, плотность должна быть 
повсюду одинаковой. 

Этот закон должен был бы иметь место на Земле 
п на планетах, если допустить, что  первона- 
чально эти тела были жидкими и при отвердевании 
сохранити ту форму, которую они приняли под вли- 
янием взаимного притяжения своих частей в сочета- 
нии с центробежной силой. 

21. Что касается величины /, значение которой мы 
выше определили, то будет уместно отметить, что 


член №^5Ё общего уравнения пункта 10 выражает 
сумму моментов тех сил », которые стремятся умень- 
шить значение функции Г, (отд. ТУ, п. 7). Так как 
51, =5 (4х ау а?) (п. 11), можно, следовательно, ска- 
зать, что сила ^*) стремится сжать каждую частицу 
жидкости 41 4у 42; таким образом эта сила представ- 
ляет собою не что иное, как давление, испытывае- 
мое равномерно со всех сторон частицей жидкости, 


*) Это заключение правильно, хотя доказательство его не 
вполне удовлетворительно. Мы уже неоднократно отмечали, 
что А нельзя рассматривать как силу, если только не усло- 
виться о распространительном толковапии обычного значения 
слова сила. (Прим. Бертрана.) 
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которому она противодействует благодаря своей 
несжимаемости. 

Таким образом вообще для давления на каждую 
точку жидкой массы мы имеем выражение 


УГ (Ра + Оду-+ Ва2), 


а так как для равновесия жидкости необходимо, чтобы 
величина, стоящая под знаком интеграла, была инте- 
грируема, то отсюда следует, что давление может быть 
всегда выражено с помощью конечной функции коор- 
динат той частицы, которая испытывает это давление. 
Таково основное положение теории жидкости, данное 
Эйлером *). 

22. Для того чтобы показать применение уравне- 
ния НП = с0135, найденного нами для поверхности 
жидкой массы в состоянии равновесия (п. 20), рассмот- 
рим случай равновесия океана в предположении, что по- 
`следний покрывает всю Землю, которую мы представим 
себе в виде твердого тела эллиптической формы, мало 
отличающегося от шара; при этом мы предположим, 
что каждая частица океана притягивается одновре- 
менно всеми частицами Земли и океана и в то же 
время находится под действием центробежной силы, 
возникающей вследствие равномерного вращения Зем- 
ли вокруг ее оси. 

В данном случае представляется возможным при- 
менить те формулы, которые были даны нами в пунк- 
те 10 отдела У. Мы обозначили через >» значение 
функции П для случая, когда силы являются резуль- 
татом притяжения всех частиц тела заданной формы, 
и дали выражение > для того случая, когда притя- 
жение обратно пропорционально квадрату расстояния 
и когда притягивающее тело представляет собою эл- 
липтический сфероид, мало отличающийся от сферы. 
Если сохранить обозначения, примененные в указан- 
ном пункте, и ограничиться только членами, содер- 


*) Мешо!гез Че 1’Аса46т1е Че ВетИп, 1755. (Прим. Бер- 
трапа.) 
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жащими вторые степени эксцентриситетов еи 1, то мы 
получим 


__ 1 е? {2 е?у? -- {252 
х=-и( + 5+3 2.575 ., 


где 5, у, 2 — прямоугольные координаты притягивае- 


мой точки, г = ИУ 1? -- у? +- 2? есть расстояние от этой 
точки до центра сфероида, а т — масса сфероида, 


равная 27. АВС, где А, В, С — полуоси сфероида. 


Если через Г обозначим плотность сфероида, ко- 
торый мы примем однородным, то приведенное выра- 
жение >» надо будет помножить на Г; если же мы 
допустим, что данный сфероид содержит в себе в 
качестве ядра другой сфероид, имеющий иную плот- 
ность, чем первый, то к приведенной выше вели- 
чине надо будет только прибавить значение » для 
этого нового сфероида, помноженное на разность плот- 
ностей. Таким образом, отмечая штрихом величины, 
относящиеся к внутреннему сфероиду, и допуская, 
что его плотность равна Г - Г”, мы для общего зна- 

ения » получим 


Ш Гт--Гт’ Гт (е2 2?) - Г’т/ (ее? - г?) 
> = г + 2.573 —_ 


Г те? -- Г’ те’? о Гта + Г’ тии? р 
ав И. 


23. Допустим, что точка, притягиваемая сферои- 
дом, одновременно находится под действием трех сил, 
выраженных через [х, 5у и й2, которые направлены 
по координатам х, у, & и стремятся последние удли- 
нить; тогда — }х 4х, — ву 4уи — #243 представят мо- 
менты этих сил, а к величине » придется прибавить 

2? 2? [27 
члены — > — >- — —- ‚ И тогда мы будем иметь зна- 
чение П, получающееся в результате действия всех 
сил, приложенных к одной и той же точке. Таким 
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образом уравнение равновесия будет иметь следую- 
щий Вид: 
у — ха -- 5 №? 


5 —= 601$. 


24. Для того чтобы эти формулы применить к рас- 
сматриваемой задаче, допустим теперь, что внешним 
сфероидом является океан, плотность которого рав- 
на Г, а внутренним ядром — земля, имеющая плот- 
ность Г -- Г’; притягиваемую точку поместим на по- 
верхности океана, заставив координаты указанной 
точки т, У, $ совпасть с координатами а, 6, с внешней 
поверхности сфероида. В таком случае для равнове- 
сия этой поверхности должно существовать уравнение 


Гт -- Г’ Гт (е2- 22) + Г’т’ (е!? + г?) 25? 
г —_ 2.573 + + 


Г те? + Г' тие”? 2 
+ (3 2.5 г5 ++ у 


Гте-+ Гт о __ 
+ 5) 2 = с0п8$. 


Это уравнение, в котором г = У? - у? -| 22, дает 
форму упомянутой поверхности; но формулы, данные 
нами в пункте 10 отдела У, предполагают, что эта 
поверхность выражена С ‚помощью ‘уравнения 


3-1 г =1, 


где х, у, х поставлены вместо а, 6, с; следовательно, 
последние два уравнения должны совпасть. 

Определим из последнего уравнения значение г, 
выраженное через уи 25; для этого в формулу 
г? = 12 -- у? -|- 2? подставим вместо 1? его значение 
АЗ — 9 4 
В? (2 
чения 4? -|- е?, А? -|- 1? (см. упомянутый выше пункт), 
мы получим 


. подставив еще вместо В? и С? зна- 


1253 


гу 
+ за А 
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откуда, отбросив степени е и Г выше е? и {?, кото- 
рых мы здесь не будем принимать во внимание, 
получим 


А 24° | 
1 
Подставим теперь это значение —, а также зна- 


чение 22, в первое уравнение и отбросим члены, в 


состав которых входят ©“, 1“, е312,...; тогда мы 
получим 
Гоги Ги) Ги и 14, 
А 2.5 43 т = 
„ Г те? -- Г' тие"? 8 1.42 (Гт -Е Г' т’) е? р 
+ у + 
Гте + Г’ тг? ГС }.4? (Гт + Г’ т)? 2 
а я Иди |2 = 


Для того чтобы это уравнение тождественно удовлет- 
ворялось, необходимо, чтобы коэффициенты перемен- 
ных 12 и 2? были нулями, что даст нам два следую- 
щих уравнения: 


3Гт’е* _ (2Гт - 5Г' т’) е? 5 {42 0 
2.5.5 2.5.45 тэ ав 
3Г'’иий* _  (2Гт - 5Г'т) т й 14° _ 0 
2.5.5 2.5.45 та 9 =°. 


Эти уравнения послужат для определения эксцентри- 
ситетов еи { эллиптической поверхности океана. 
25. Как известно, центробежная сила пропорцио- 
нальна расстоянию рассматриваемой точки от оси 
вращения и квадрату угловой скорости вращения. 
Следовательно, если в качестве оси вращения взять 
ось 2.1, которая является и осью координат х, и че- 
рез { обозначить центробежную силу на расстоянии 
от оси, то для центробежной силы в какой-либо 


О РАВНОВЕСИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ 267 


Ти 
точке сфероида мы получим выражение — , где 


А 
и = у? -|- 22. Эта сила, направленная по линии и и 
ти ди 
стремящаяся ее удлинить, дает момент — ——, ин- 
фи? (92 - 52) 
теграл которого — 5 т, или иначе — —5—, дол- 


жен быть прибавлен к величине », если мы желаем 
принять во внимание и центробежную силу. Таким 
образом, положив в приведенных выше двух уравне- 


ниях | =0, 2 = 1, й=  ‚ мы получим условие 


равновесия океана в результате взаимного притяже- 
ния всех частиц океана и Земли и действия центро- 
бежной силы, вызываемой вращением Земли. 

Так как обе постоянные х и й между собою рав- 
ны, то приведенные уравнения показывают, что в 
случае равенства эксцентриситетов е’и Г Земли мы 
получим и равенство двух эксцентриситетов поверх- 
ности океана. Следовательно, если Земля представ- 
ляет собою сфероид вращёния, то и океан имеет ту же 
форму, и два рассматриваемых уравнения дадут зна- 
чения двух эксцентриситетов еи 1, которые будут 
отличны от эксцентриситетов е'и Г’ Земли. 

26. Впрочем, приведенное выше решение представ- 
ляется точным только до величин е?, 12, е'2, 12. Если 
бы при определении величин У и г мы пожелали при- 
нять во внимание и члены, содержащие более высо- 
кие степени указанных величин, то уравнению 


(у - 52) _ 
и Щ 54 = ©0156 


вообще уже нельзя было бы удовлетворить для по- 
верхности равновесия; отсюда следует заключить, 
что, строго говоря, эта поверхность не имеет формы 
эллиптического сфероида. 

Я утверждаю вообще, что в случае однородного 
сфероида, не имеющего внутреннего ядра с иной 
плотностью, притяжения, действующие на какую-либо 
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точку поверхности, будучи разложены по трем осям 
координат 5, у,2, выражаются точно с помощью 
формул 


тГх, тМу, тМ№з, 


где /,, М, №М— функции А, В, С, данные определен- 
ными интегралами; отсюда для » получается следую- 
щее точное выражение: 


>: = >. (22 + Му? - №2?). 


2 2 
Так как уравнение равновесия » — +=) = ©0156 


имеет такой же вид, как и уравнение сфероида 
2? 3/2 5? 1 .. 
= —- ВЕ —- сё = 1, то с помощью произвольной по- 


стоянной их можно сделать тождественными при 
следующих двух условиях: 


тМ — Е __ 48 тМ№ —{ 2 
тГ В’ т, С?’ 


из последующих уравнений следует, что В =С, так 
как величина М является такой же функцией *) от 
В, С, как № от С, В}; таким образом эти уравнения 
сводятся к единственному уравнению, которое слу- 
жит для определения отношения А к ВБ. 

Этот случай является до настоящего времени 
единственным, для которого было найдено стро- 
гое решение, принадлежащее Маклорену. Таким 
образом вопрос о форме Земли, рассматриваемый 
с физической точки зрения, строго разрешен только 
при наличии предпосылки, что земля представляет 
собою жидкий и однородный сфероид. В последнем 


*) При более детальном исследовании этих уравнений 
выясняется, что они допускают иное решение и что им может 
удовлетворить эллипсоид с тремя неравными осями. Это об- 
стоятельство было отмечено Якоби (]асо\); данный вопрос 
был разработан Лиувиллем (ТлоцуШе) (ЗоптпаГ 4е ГЁсае 
Ро] убесЬп1ате, $. ХТ). См. примечание в конце настоящего 
тома. (Прим. Бертрана.) 
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случае оба найденных выше (п. 24) приближенных 
уравнения, если положить 

+ . 
Г =1, Г’ =0, в=й=-г ие =+ 


дают следующее уравнение: 


2те? 
=ч—{=0. 

5.4 
Сравним центробежную силу с силой тяжести, при- 
нятой за единицу; так как последняя с точностью 


т 
до величины е? равна 42 › то остается только Поло- 
т 1 
НИТЬ дз =—=41, И МЫ получим 


2ез В — 43. 
54а =! =2—5=- 


в -ИГЕЕ 


В 
следовательно, приблизительно = 250} 


откуда следует 


1 
Но { — 988 ) 
как это уже известно с давнего времени. 


$ Ш. 0 равновесии евободной жидкой массы 
е покрываемым ею твердым телом. 


27. Частные ‘условия равновесия жидкости, в ко- 
торую погружено твердое тело или которая окружает 
твердое тело, если все точки жидкости и твердого 
тела находятся под действием каких-либо сил, зави- 
сят от тех членов общего уравнения (п. 17), которые 
относятся к пределам и которые содержат только 
двойные интегралы. 

Эти члены дают следующее уравнение на границах: 


Ул" (55' ду аз -- 8у" ах аз + 52" азау) — 
—№^' (5х' ду аз -- Зу' ах 4з + 5 ах ау) = 0, 


270 СТАТИКА 


которое должно удовлетворяться во всех тех точках, 
где жидкость соприкасается с твердым телом. 

28. Рассмотрим сначала случай жидкой массы, 
внешняя поверхность которой свободна и которая 
окружает твердое неподвижное ядро любой формы. 

Примем начало координат в какой-нибудь точке 
внутри ядра; пусть величины, отмеченные одним 
штрихом, относятся к поверхности ядра, а отмечен- 
ные двумя штрихами —к внешней поверхности 
жидкости. 'Гаким образом прежде всего для всех точек 
последней поверхности мы будем иметь уравнение 
Л” = 0, которое, как мы уже видели выше (п. 19), 


дает для формы этой поверхности следующее урав- 
нение: 


УГ(Х 45 + Удау-- 242) =К 


Таким образом остается только удовлетворить 
уравнению 


УЛ (5х' ау 42 -- Зу’4х аз + 52' ах ау) = 0, 


все члены которого относятся к поверхности ядра. 

29. Так как интегрирование этих членов распро- 
страняется на координаты, дифференциалы которых 
входят в выражение элементов поверхности ах ау, 
4х 42, Чу 42, то следует начать с того, чтобы эти 
элементы привести к одному и тому же виду; этого 
можно достичь, отнеся их к элементу той поверхно- 
сти, которой они соответствуют. 

Обозначим через 45? элемент поверхности, соот- 
ветствующий элементу 45 4у плоскости ху, и назовем 
у’ Угол, образуемый касательной плоскостью с той 
же плоскостью ху; в силу известного свойства плос- 
костей мы будем иметь 4х Ду = 45? соз\у’; поэтому ин- 
теграл №^' 52’ 4х 4у перейдет в \^' созт/' 52 452, причем 


последний интеграл должен быть распространен на 
все точки поверхности жидкости. 


Точно так же, если 40? представляет собою эле- 
мент поверхности, соответствующий элементу ах 42 
плоскости 212, и если мы назовем В’ угол, образуемый 
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касательной плоскостью с той же плоскостью 422, то 
мы получим 4х 42 = 40? соз 6’, и интеграл %^' $у’45 42 
превратится в УЛ” соз В’ у” 402, который тоже должен 
быть распространен на всю поверхность жидкости. 
30. Обращаю теперь внимание на то обстоятельство, 
что, хотя два элемента поверхности 45? и 40? могут 
быть не равными между собою, тем не менее — ввиду 
того, что оба интеграла, в состав которых входят эти 
элементы, относятся к одной и той же поверхности, — 
нам ничто не мешает применить в обоих интегралах 
один И тот же элемент, ибо в силу природы диф- 
ференциального исчисления абсолютное значение 
элементов является произвольным и совершенно не 
влияет на значение интеграла. Таким образом мы 


можем интеграл № ^” соз 8’ у’ 40? заменить интегралом 
Ч 
УЛ! соз В’ бу’ 452. 
По тем же соображениям интеграл №^’ $5’ ду 42 


может быть представлен в виде №/' соза, 55’ 45?, если 


через х’ назвать угол, образуемый касательной пло- 
скостью с плоскостью 2у. 


Сверх того, ясно, что элементы 4х, ду, 43 всегда 
можно взять такими, чтобы они удовлетворяли сле- 
дующим условиям: 


4х Чу = соз у’ 452, ах 42 == с08 В’ 452, Чу 43 == со’ 48°, 
которые дают 


03 В’ с0$ -/” 
ат == ($ у < возу 


0$ &” } 


60$ ©’ с0$ +” 
= Ст, 
` с05 В 


42 — 4 | соз В” 
с0$ =” 


Благодаря указанным преобразованиям граничное 
уравнение в конце концов примет следующий вид: 


УЛ (сова 55’ -- соз В’ Зи’ -Ё соз’ $2’) 452 = 0; 
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этот интеграл должен быть взят по всей поверхности 
соприкасания жидкости с ядром. 

31. Допустим, что форма рассматриваемой поверх- 
ности выражается с помощью дифференциального 
уравнения 


Аа’ -+ Вау + Са2' =0. 


Если назвать х’, В’, у’ углы, образуемые касатель- 
ной плоскостью с плоскостями ду, 12 и уУ2, то на 
основании теории поверхностей мы получим 


, А 
608% = ———— 
У Аз -- В+ 03’ 
с0з В” == ИИ 
У 42 -- В+ С 
У Аз + В + С. 


Поэтому граничное уравнение, приведенное в пре- 
дыдущем пункте, примет следующий вид: 


ОЕ а, 
У А? - В+ С 


Так как эта поверхность является заданной как по 
своей форме, так и по положению, то между вариаци- 
ями 65’, 5у, 52 координат частиц, прилегающих к 
этой поверхности, должно существовать отношение, 
зависящее от уравнения этой поверхности. Мы до- 
пустили, что это уравнение имеет следующий вид: 


Аах’ - Вау + Са: =0, 
поэтому мы обязательно будем также иметь 
Абх’ Ву + С: =0; 


этим удовлетворяется приведенное в предыдущем 
пункте уравнение на границах, причем не получает- 
ся никакого нового уравнения. 
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32. Пусть р’— линия, перпендикулярная к по- 
верхности в точке, которой соответствуют вариации 
дд’, бу’, 52’, причем эта линия заканчивается в неко- 
торой неподвижной точке. Так как х — это угол, 
образуемый касательной плоскостью с плоскостью у2, 
то он будет также углом, образуемым перпендику- 
ляром р’к этой плоскости с осью х, которая пер- 
пендикулярна к плоскости у2. Точно так же В’бу- 
дет угол, образуемый указанным выше перпендику- 
ляром с осью у, и 1’— угол между тем же 
перпендикуляром и осью 2. Поэтому, каковы бы ни 
были вариации 8х’, у’, 92, мы на основании пункта 
7Т отдела П, заменив знак 4 знаком 69, получим 


бр’ = соза 95 + соз В’ бу’ -№ созт’ 52, 


и уравнение пункта 30, относящееся к поверхности 
жидкости, может быть приведено к следующему 
виду: 

4 

У ор’ 45? = 0. 
Легко видеть, что каждый элемент ^’4526р’ этого 
интеграла выражает момент силы ^’ 45, приложенной 
к элементу 45? поверхности и направленной по пер- 
пендикуляру р’ к этой поверхности; таким обра- 


зом интеграл №^’5р’ 45? представляет собою сумму 
моментов всех сил Х, приложенных к каждой точ- 
ке поверхности и действующих по направлению, 
перпендикулярному к этой поверхности. 

Эта сила, равная »’, очевидно, представляет собою 
давление, которое жидкость производит на поверх- 
ность ядра и которое уничтожается сопротивлением 
этого ядра. Но вообще все члены уравнения для 
границ, относящиеся к поверхности жидкости, мо- 


гут быть представлены в виде №^Л5р 452, независимо 
от того, свободна ли эта поверхность или нет, при- 
чем ясно, что во всех тех точках, где поверхность 
свободна, давление ^ должно равняться нулю. 
Последний вывод мы уже раньше получили иным 
путем (п. 18). 


18 жк. Лагранях, т. Т 
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33. Если бы ядро, покрытое жидкостью, обладало 
подвижностью, то вариации 5х, $у, 62 следовало бы 
увеличить на те вариации, которые связаны с изме- 
нением положения ядра. 

Для того чтобы отличить одни вариации от других, 
мы будем обозначать через дх, бу, 02 вариации, 
происходящие только вследствие смещения ча- 
стиц жидкости по отношению к ядру, которое мы 
принимаем неподвижным, а через 6&, бу, 56 — ва- 
риации, „связанные со смещением ядра. Последние 
выражаются с помощью следующих формул, данных 
нами в пункте 60 отдела \, 


ЗЕ = 5-Е 85М — убМ, 
Зи = т — 8 82+ Ж5М, 
5 = п ту, — %8М. 


Таким образом в общем уравнении пункта 17 следует 
вместо $5, 6бу, 52 подставить 6х -- 68, бу--6\, 92-Е 5С, 
а затем приравнять нулю все члены, в состав кото- 
рых войдут вариации бх, Фу, 62, а также и те члены, 
в состав которых войдут новые вариации 51, бт, 6п, 
5[, 5М, 5№; эти последние вариации можно вывести 


из под знака № так как они одинаковы для всех 
частиц жидкости. 

Мы видим прежде всего, что введение вариаций 
02, 5%, 8С не вызывает никакого изменения в урав- 
нениях, которые должны иметь место для всех то- 
чек жидкости и которые получаются из членов, сто- 
ящих под знаком тройного интеграла; в самом деле, 
если приравнять нулю входящие в состав этих членов 
коэффициенты вариаций дх, 5у, 87, то одновременно 
исчезнут и вариации 6&, ду, 56. Отсюда следует, что 
общие законы равновесия, содержащиеся в формулах 
пункта 19, не зависят как от состояния, таки от 
формы ядра. 

34. Остается еще рассмотреть уравнение на гра- 
ницах, которое в пункте 30 мы привели к следую- 
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щему виду: 
УЛ (сози дл" -- соз В бу’ -- соз1 52") 45? = 0. 


Если в последнее вместо $5’, $у’, 52’ подставить зна- 
чения бх’- 58’, бу’ 0%", 87-59%, снабженные од- 
ним штрихом для того, чтобы указать, что они отно- 
сятся к поверхности экидкости, соприкасающейся 
с ядром, то оно примет следующий вид: 


УЛ (сова бх’ + созВ бу’ -- созу 82°) 452 
+ МЛ" (сова 8Е” -- созВ 81) -- созу 5) 45? = 0. 


Та часть этого уравнения, которая содержит вариа- 
ции 5х, ду, 087, сама по себе равна нулю, как 
это было показано в пункте 31., Следовательно, и 
другая часть левой стороны уравнения тоже должна 
равняться нулю. Подставим в нее значения 8’, 6%), 9С' 
и затем приравняем нулю отдельно величины, умно- 
жающиеся на 8/, бт, дп, 5[,, ЭМ, 5М№М; тогда мы по- 
лучим следующие шесть уравнений: 


УЛ сз 45? = 0, М” соз В 452 = 0, №/ соз у 45? = 0, 
№ (у’ озу — 2’ созВ) 452 = 0, 
\ 
УЛ (2 сои — 2’ 60817) 452 = 0, 
№” (2’ созВ — у’ созо\ 45 == 0. 
Таковы уравнения, необходимые для полного равно- 
весия жидкости и твердого тела. 

Эти уравнения соответствуют уравнениям пункта 
62 отдела У, если в последних вместо 4т подставить 
45? и вместо Х, У, 1 подставить ^Л’с03%, Л’ с058, 
^’ с0зу. Действительно, если Л’ представляет собою 
силу давления, действующую на поверхность ядра 
перпендикулярно к последнему, то Х’созо, Л’ с08В, 
Л’с0з`/ представляют собою силы, вызываемые силой 
^ по направлениям координат х, у, 2; следовательно, 


для равновесия твердого тела требуется, чтобы на 


каждую точку его поверхности деиствовали как раз 
ЭТИ СИЛЫ. 


18* 
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35. Однако в том случае, когда жидкость поддер- 
живается каким-либо твердым телом заданной формы 
и оба они находятся под действием любых сил, ре- 
шение данной задачи получается проще, если обра- 
титься непосредственно к основному уравнению 


пункта 16 и прямо в него подставить вместо 8х, ду, 
2 их полные значения 


дх -- 56, бу 51, 52-55 (п. 33). 


Вариации 6х, бу, 92, будучи независимыми от дру- 
гих вариаций 5/, 4т,..., приведут к уравнению, ана- 
логичному уравнению пункта 17, и для равновесия 
жидкости дадут те же результаты, какие были полу- 
чены для случая, когда твердое тело было принято 
неподвижным. 

Что касается других вариаций 6, 61, 5С, то пре- 
жде всего легко показать, что они нисколько не 


а 9х 
повлияют на значения частных производных —— 


ах ' 
4бу 453 
я --., так как вариации 65, бт, 8п, Г, М, ЭМ 
мы представляем себе независимыми от #, У, 2. 
Таким образом достаточно в формулу 


У (ХЗ -- Узи - 252) Г 4х ду аз 


подставить 6&, 51, 5С вместо 5х, бу, 82 и приравнять 
нулю отдельно величины, умножаюшиеся на каждую 
из шести вариаций 5/[, бт, 9п, 5[,, ЭМ, 9№, выведя 


их предварительно из-под знака %. Легко видеть, что 
таким путем мы получим те же самые уравнения, 
какие нами были найдены в отделе У (глава [У) для 
равновесия твердого тела, каждая частица которого 
фт — здесь она выражена через Г 4х ау 42 -- находится 
под действием каких-либо сил Х, У, 1; таким обра- 
зом для равновесия жидкости, находящейся над по- 
движным твердым ядром, мы получаем такие же урав- 
нения, какре мы имели бы, если бы жидкость 
превратилась в твердое тело. 
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36. Из приведенных выше двух методов рассмо- 
трения вариаций следует, что давление жидкости на 
поверхность ядра эквивалентно действию всех сил, 
приложенных к каждой частице жидкости, если пред- 
положить, что жидкость рассматривается как твердое 


тело и что ядро увеличилось на всю массу отвердев- 
шей жидкости. 


Ввиду важности этой теоремы статики мы считаем 
необходимым показать более прямой путь, каким она 
может быть выведена из наших формул. 


Вся задача сводится к тому, чтобы доказать, что 
уравнение 


У (ХЕ УЗ -- 25) Газ ау аз =0 
дает те же результаты, что и уравнение для границ 
У’ (6Е’4у аз + 5т’ал аз + 5'азау)=0. 
Согласно условиям равновесия Жидкости мы имеем 


9^ 9^ 9х. 
ГХ = 5, ГУ = бу, Г = 5. ; 


а так как значения 096, 5%, 5% (п. 33) независимы 
соответственно от т, у, 2, то мы имеем также 


9), 9 ® _ в\ 
ГХ 5 = 5 56; ГУ 6\ = у 51; ГИ 55 = 5-56. 
Следовательно, первое уравнение превратится в 
9) 9). 9^ 
$ (5:8 + ж +5 5%) 42 ду аз = 0. 


Первый член под знаком интеграла может быть 
проинтегрирован по х, второй по у и третий по 5; 
следовательно, если выполнить эти частные интегри- 
рования, то аналогично пункту 17 мы отсюда полу- 
чим уравнение для границ 


УЛ” (5Е”4у аз —- 51”4х аз + 8” ах ау) — 
— №. (5ауа2 -- 51 аз аз + Уазау) = 0. 
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Но мы имеем (п. 23) ^”=0, так как согласно допу- 
щению внешняя поверхность жидкости свободна; та- 
ким образом остается только уравнение 


УЛ (5Е’4у 4 -- 5т'ах аз + 5ахау) =0. 


Итак, оба указанных выше уравнения приводят к 
одному и тому же результату. 

37. По отношению к вариациям, зависящим от пере- 
мещения ядра, жидкость, покрывающую это ядро, 
можно рассматривать таким образом, как если бы она 
составляла единую твердую массу с ядром; поэтому 
в том случае, когда все точки ядра тоже находятся 
под действием каких-либо сил, остается только учесть 
эти силы подобпо силам, действующим на частицы 
жидкости, и применить к равновесию массы, состав- 
ленной из жидкости и твердого тела, как если бы 
она образовала единое сплошное твердое тело, те ре- 
шения, которые были даны в главе ТУ отдела У. 


$ И. 0 равновесии неежимаемых жидкоетей, 
содержащихея в сосудах. 


38. Общее уравнение на границах, указанное в 
пункте 27, должно выполняться для всех точек сте- 
нок сосуда, в котором содержится жидкость. 

Представим это уравнение в следующем виде: 


У ("5х — 5’) дуах - № (^"5у" — №5’) ах = + 
+ № (^"52"” —^'52') ах 4у=0, 


и рассмотрим сначала член № (^"55” — Л62) ах ау; здевь 
92’ и 52 представляют собою вариации координаты 2, 
которая принадлежит двум точкам поверхности 
жидкости, соответствующим одинаковым координа- 
там хи у. 

Ясно, что вариации 652’ стремятся заставить части- 
цы поверхности уйти из жидкой массы, а вариации 
02, если и те и другие считать положительными, 
стремятся заставить частицы с противоположной по- 
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верхности войти в жидкую массу; следовательно, 
если вариацию второго вида снабдить знаком минус, 
то вариации 52’ и — 82 будут одинаково стремиться 
удалить частицы поверхности из жидкой массы; в 
таком случае двойной интеграл 


№ (^"52”— 52’) ахау 


выразит сумму всех величин 762 4хау, соответет- 
вующих всем точкам поверхности жидкости, в но- 
торых согласно допущению вариации $52 обладают од- 
ной и той же тенденцией к выходу из массы жидко- 
сти наружу. При наличии этого условия мы можем 
приведенному выше интегралу дать следующий более 
простой вид №52 ад ау. 

Аналогичным путем и при тех же условиях мы 
можем два других двойных интеграла 


 (^"бу" — 5’) 4х 42 и № (^"'6х" — №8’) 4у аз 


* ъ ° 1 №) 
привести к следующему виду: № лдуах 42, №^ 5х ау 4:. 
Итак, рассматриваемое уравнение на границах мо- 
жет быть представлено в таком виде: 


$) 5: 4х ау - № 8уах 42 + № 82 ау ах = 0, 


которое, на основании анализа пункта 33, может быть 
приведено к следующему: 


УЛ (соза- 55 -- созВ-Зу -- созт: 82) 452 = 0; 


в этом уравнении «, В, у представляют собою углы, 
которые образует с тремя плоскостями 12, 45 и %у 
касательная плоскость к поверхности, проведенная в 
точке, соответствующей координатам х, у, 2. Инте- 
грирование этого уравнения распространяется на всю 
поверхность жидкости, а все вариации 05, ду, 52 сле- 
дует считать направленными из внутренних частей 
жидкой массы наружу. 

39. В тех точках, где поверхность свободна, вариа- 
ции 6х, би, 82 остаются неопределенными; поэтому 
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уравнение может быть удовлетворено только при 
том условии, если мы положим ^ =0, откуда мы 
получим форму упомянутой поверхности, как мы это 
видели в пункте 18. 

Во всех других точках поверхности, где жидкость 
соприкасается со стенками сосуда, мы, отмечая од- 
ним штрихом величины, относящиеся к этим точкам 
поверхности, получим для стенок сосуда те же урав- 
нения, какие мы получили раньше (п. 30) для по- 
верхности ядра, покрытого жидкостью. Следователь- 
но, И все те выводы, какие были сделаны из этого 
уравнения, начиная с упомянутого выше пункта и 
до конца предшествующего параграфа, могут быть 
применены к стенкам сосуда, в котором содержится 
жидкость, независимо от того, какова его форма, 
неподвижен ли он или же он поддерживается в рав- 
повесийи давлением жидкости и влиянием внешних 
сил, действующих на него в любых направлениях. 


ИА ии 


ОТДЕЛ ВОСЬМОЙ. 


О РАВНОВЕСИИ СЖИМАЕМЫХ 
И УПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Пусть, как и в пункте 10 предыдущего отдела, 
Х, У, 7— силы, действующие на каждую точку 
жидкой массы, отнесенные к осям координат х, у, 3 


и стремящиеся уменьшить эти координаты; тогда преж- 
де всего 


У (Х 5х -- Узи + 252) ат 


будет суммой моментов этих сил. 

У упругих жидкостей существует още одна вну- 
тренняя сила, которую называют упругостью и ко- 
торая стремится их расширить или увеличить их 
объем. Итак, пусть = — упругость какой-нибудь час- 
тицы 4т; согласно пункту 9 отдела П, у этой силы, 
стремящейся увеличить объем 4х4у42 упомянутой 
частицы, будет, или можно себе представить сущест- 
вующей, в качестве момента величина — =5 (4х ду 42). 
Выражение момента этой силы я сопровождаю 
здесь знаком минус, так как в данном случае сила 
стремится увеличить переменную величину 4х Ду 42, 
в то время как силы Х, У, 4 стремятся уменьшить 
переменные фх, у, 5. Следовательно, сумма моментов, 
получающихся вследствие упругости всей жидкой 


массы, выразится через — №=5 (4х 4у 42). 
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Таким образом общая сумма моментов сил, дей- 
ствующих на жидкость, составит 


У (Х 5х - Уи -- 252) ат — №5 (ах ау 42); 


так как здесь пе имеется никаких частных условий, 
которые должны были бы быть выполнены, то общее 
уравнение равновесия получится, если мы эту сумму 
просто приравняем нулю. 

2. Итак, для равновесия упругих жидкостеи по- 
лучается уравнение такого же вида, какое мы нашли 
в предыдущем отделе (п. 10) для равновесия несжи- 
маемых жидкостен, так как в последнем (п. 11) 


Г, = 9 (4х Ау а2), 


благодаря чему член ъя 5[, получающийся из усло- 
вия несжимаемости, совершенно аналогичен члену 
№=5 (4х ау 42), получающемуся из момента упру- 
гих сил. 

Отсюда следует, что формулы, выведенные для 
равновесия несжимаемых жидкостей, непосредст- 
венно и без всяких ограничений могут быть приме- 
нены и к равновесию упругих жидкостей, если 
только коэффициент > просто заменить коэффициен- 
том — =, т.е. если допустить, что величина ^, 0603- 
начающая давление у несжимаемых жидкостей, 
будучи взята с отрицательным знаком, выражает 
и силу упругости каждого элемента упругой 
жидкости. 

3. Упругость = зависит от плотности и темпера- 
туры каждой частицы экидкости, и ее следует рас- 
сматривать как известную функцию обеих этих ве- 
личин; но плотность каждой отдельной частицы 
неизвестна, так как она зависит от отношения мас- 
сы 4т частицы к ее объему ах ау 43, и дифферен- 
циальное исчисление не в состоянии определить этого 
отношения, зависящего от числа элементарных частиц, 
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заключенных в дифференциальном элементе 4х 4у 42 
жидкой массы. 

Поэтому значение упругости можно установить 
лишь а роегог! —с помощью тех сил, которые под- 
держивают жидкость в равновесии; следовательно, 
значение = надлежит определить тем же путем, каким 
было определено в пункте 19 предыдущего отдела 
значение ^. 

4. Поставив —= вместо /, мы на осповании упо- 
мянутого пункта получим уравнения 


д хх 

д 

бу + ГУ = 0, 
д5 

да НГО, 


которые дают 
= -- Г (Х ах + Уау- 742) =0 
и, следовательно, 


в = — №Г (Х 4х - Удау-- 2 42) + сопз. 


Таким образом величина Г(Х ах -- Уау -- 242) цол- 
жна быть полным дифференциалом для равновесия 
жидкостей как упругих, так и несжимаемых. 

Отсюда можно, как и вп. 20 предыдущего отде- 
ла, сделать вывод, что если величина Х ах + Уду- 142 
сама по себе является полным дифференциалом, то 
плотность Г должна быть одинаковой на каждой 
поверхности уровня. 

5. Если через 0 обозначить температуру, суще- 
ствующую в каждом месте жидкости, то для воздуха 
обычно принимают, что = пропорционально Г@, если 
отвлечься от Других причин, как, например, пары, 
электричество, которые могут повлиять на ее 
упругость. 
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Подставим в уравнение 
= + Г(Х ах -- Уау - 1 42) =0 


вместо Г его значение - 6; тогда оно примет следую- 
щий вид: 


5 Х ах + Та 7 43 
Ни = 0. 


Так как теплота вызывается местными причинами, 
то величина 9 является заданной функцией 1, у, 5; 
следовательно, для того чтобы могло существовать 


приведенное выше уравнение, необходимо, чтобы ве- 
личина 


Х 4х + Уау + 7 аз 
6 


была полным дифференциалом. 
6. Поэтому в естественных условиях, когда 


Х ах | Уд4у-- 74: =аП 


(отд. 7, п. 20), @ должно быть функцией П; следо- 
вательно, если АП =0, тои 49 =0; отсюда следует, 
что на каждой поверхности уровня, к которой си- 
лы тяжести направлены перпендикулярно, теплота 
должна быть повсюду постоянной, в противном слу- 
чае атмосфера не мсгла бы находиться в состоянии 
равновесия. Следовательно, для того чтобы воздух 
мог оставаться в покое, необходимо, чтобы на всей 
поверхности земли температура была одинаковой и 
чтобы при подъеме в атмосфере она изменялась толь- 
ко при переходе от одной поверхности уровня до 
другой. 

Что касается уравнения для границ поверхно- 
сти жидкости, то если к нему применить преобразо- 
вание пункта 32 предыдущего отдела, то оно примет 
следующий вид: 


Мер 5? =0; 
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в этом виде оно становится само собою очевидным, 
так как на поверхности приходится рассматривать 
только силу упругости = действующую по линии р, 
перпендикулярной к этой поверхности; в том случае, 
когда жидкость находится в сосуде, вариации бр 
равны нулю, и приведенное уравнение само собою 
выполняется; если же часть поверхности свободна, 
то упругость = должна равняться нулю; в противном 
случае жидкость, которую ничто не сдерживало бы, 
должна была бы рассеяться. 

8. В атмосфере упругость = пропорциональна ба- 
рометрической высоте, которую мы обозначим через #. 
Пусть 0 — сила тяжести. Выберем орпинату 5 пер- 
пендикулярно к поверхности земли и направим ее 
снизу вверх; тогда уравнение, приведенное в пункте 5, 
примет следующий вид: 


после интегрирования это уравнение, если барометри- 
чеекую высоту принять равной Н при 2 = 0, дает 
т 10 Н _(2а3 

в, - 9’ 


причем предполагается, что интеграл начинается в той 
точке, где 2 =0. | 

Отсюда мы видим, что логарифм отношения ба- 
рометрических высот, строго говоря, имеет величину, 


© 


пропорциональную значению интеграла 5, взято- 
го между высотами соответствующих двух станции 
наблюдения; кроме того, отсюда видно, что для оп- 
ределения разности высот этих станции следует до- 
пустить, что известен закон, связывающий темпера- 
туру 9 с высотой 2. 

9. Как известно, тяжесть убывает обратно про- 
порционально квадрату расстояния от центра земли. 
Следовательно, если мы примем г в качестве радиуса 
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земли и предположим, что 2 ‘представляет собою 
взятую по вертикали высоту станции над поверх- 
ностью земли, то мы получим 


в 
2 
1+2) ’ 
Г 
где г— сила тяжести на поверхности земли; отсюда 
следует 


— 


5 


Е 


если положить 


так что получится 


Н. Чт 
т |0 —- =8\ -6-; 


теперь вся трудность сводится к тому, чтобы полу- 
чить 0 в функции х. 
10. Если допустить, что 0 постоянна и если для 
краткости принять 
тб 
= К, 
5 


то мы получим 
=К108 > = К (108 Н — 1081), 


откуда с помощью формулы 


д 
2 — 


1— 
г 
МЫ определим значение $. 


д ь 
Если мы пренебрежем членом —, который для 
Г 


не очень больших высот 2 всегда представляет собою 
незначительную величину, то мы получим просто 
2—4; это дает нам обычное правило измерения вы- 
сот с помощью барометра. 
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Коэффициент А должен быть определен путем 
наблюдения. Делюк (Пес) установил, что для по- 
стоянной температуры 16°,75 по термометру Реомюра 
этот коэффициент равен 10000, если расчет произво- 
дить с помощью обыкновенных логарифмов, а высоту 
измерять в туазах. Для других температур он уве- 
личивал или уменьшал указанный коэффициент на 
одну 215-ю его часть на каждый градус выше 
или ниже 16°,75, а для температур, изменяющихся 
от одной станции до другой, он брал просто 
среднюю арифметическую между температурами 
этих станций. Позднее приведенное выше правило 
было улучшено па основании более точных данных 
и на основании новых поправок, внесенных в ко3д- 
фициент К. 

11. Впрочем, когда в качестве одинаковой темпе- 
ратуры берут среднюю арифметическую между край- 
ними температурами воздушного столба, то при этом 
предполагают, что температура убывает в арифмети- 
ческой прогрессии. Для того чтобы посмотреть, что 
дает такое предположение, примем 9 =©9 (1 —п2), 
или, для простоты расчета, лучше 0 = © (1 — пх), где 
© — температура для того случая; когда х =0. Если 
это значение подставить в формулу: < ‚  проинте- 
грировать и затем вместо п подставить его значение, 


найденное из предыдущего уравнения, то мы по- 
лучим 


4х р 108 9 — 1050 _ 
0 9—0 —_ 


| 


#2 _Т+ Ч ТЕР 
(1 и Ре -...); 


здесь принято, что 9 =А-Т, 0=А-+Е и ЕЁ пред- 
ставляет собою некоторую постоянную температуру, 


а Г, Ё являются показаниями термометра, отсчитан- 
ными от этой температуры. 
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При указанных условиях, если положить 
т 
К 
8 


и ограничиться приближением только до вторых стс- 
пеней Г и Ё, формула пункта 9 даст 


ТЕ (Т—#}? Н 
& — к [1+ 9 Пе | 08 -—. 


Первые два члена этой формулы соответствуют пра- 


вилу Делюка, третий же член почти всегда является 
неощутимым. 


< ВЕР» ух 


ДИНАМИКА 
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ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 
0 РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ ДИНАМИКИ. 


Динамика — это наука об ускоряющих и замед- 
ляющих силах и о переменных двйжениях, которые 
они должны вызывать. Эта наука целиком обязана 
своим развитием новейшим ученым, и Галилей является 
тем’ лицом, которое заложило первые ее основы. До 
него силы, действующие на тела, рассматривали только 
в состоянии равновесия, и хотя ускоренное падение твер- 
дых тел и криволинейное движение брошенных тел 
не могли приписать какой-либо иной причине, кроме 
постоянного действия тяжести, тем не менее никому 
до Галилея не удалось определить законов этих по- 
вседневных явлений — несмотря на то, что причина 
их столь проста. Галилей первый сделал этот важный 
шаг и этим открыл новый и необозримый путь для 
прогресса механики. Его открытие было изложено 
и развито в работе, озаглавленной: «Беседы и ма- 
тематические доказательства, касающиеся двух Новых 
наук» (013с0огз1 е Чипопзта2оп1 табетайсве 116огпо 
& ие плоуе зс1еп2е), появившейся впервые в Лейдене 
в 1638 г.*). Однако у современников эта работа не до- 
ставила Галилею столько славы, сколько открытия, про- 
изведенные им на небе; в настоящее же время она соста- 
вляет наиболее надежную и существенную часть славы 
этого великого Человека. 


*) Имеется русский перевод: Галилео Галилей, Со- 
чинения, том 1, ГТТИ, М. —Л., 1934 г. (Прим. ред.) 
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Открытие спутников Юпитера, фаз Венеры, сол- 
нечных пятен и т. д. потребовало лишь наличия теле- 
скопа и известного трудолюбия, но нужен был необык- 
новенный гений, чтобы открыть законы природы в та- 
ких явлениях, которые всегда пребывали перед глазами, 
но объяснение которых тем не менее всегда ускользало 
от изысканий философов. 

Гюйгенс (Ноусвептз), которого сама судьба как 
будто предназначила для усовершенствования и до- 
полнения большинства открытий Галилея, прибавил 
к теории ускоренного движения весомых тел теорию 
движения маятника и теорию центробежных сил*) 
и таким образом подготовил почву для великого от- 
крытия всемирного тяготения. В руках Ньютона ме- 
ханика превратилась в новую науку; его «Рите1рла 
та ешамса», появившиеся впервые в 1687 г., со- 
ставили эпоху этого превращения. 

Наконец, открытие исчисления бесконечно малых 
дало математикам возможность свести законы движения 
тел к аналитическим уравнениям; после этого иссле- 
дование сил и вызываемых ими движений явилось 
главнейшим предметом их работ. 

Я поставил себе здесь целью предоставить в распо- 
ряжение математиков новое средство для облегчения 
подобного рода исследований; однако будет небеспо- 
лезно сначала изложить те принципы, которые лежат 
в основании динамики, и показать последовательное 
развитие тех идей, которые болыше всего способствова- 


*) Галилей определенно имел представление о центро- 
бежной силе: в одном из своих диалогов он ясно говорит, 
что вращение Земли должно было бы вызвать в телах появ- 
ление видимой вертикальной скорости, направленной снизу 
вверх, если бы их не удерживала сила тяжести. Но Гали- 
лей впадает в ошибку, когда к этому прибавляет, что силы 
тяжести, какой бы малой она нам ни представлялась, всегда 
достаточно для того, чтобы воспрепятствовать подобному дви- 
жению. Мне кажется, однако, что несмотря на эту грубую 
ошибку, указанное место «Диалогов» содержит в себе первую 
мысль о великом открытии Гюйгенса. См. Р1а]оро взорго 1е 
де шазз1 3156ет1 4е] шопдо... стр. 185 и след. (флорен- 
тийское издание 1710 г.) (Прим. Бертрана.) 
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ли расширению и усовершенствованию этой отрасли 
знания. 

1. Теория неравномерных движений и ускоряющих 
сил, вызывающих эти движения, основана на следую- 
щих общих законах: каждое движение, сообщенное 
телу, является по своей природе равномерным и пря- 
молинейным; различные движения, сообщенные од- 
новременно или последовательно одному и тому же телу, 
складываются таким образом, что в каждое данное 
мгновение тело находится в той самой точке простран- 
ства, в которой оно должно было бы очутиться в резуль- 
тате сочетания этих движений, если бы каждое из них в 
действительности существовало отдельно в теле. В этих- 
то двух законах и содержатся известные принципы силы 
инерции и сложного движения [21]. Галилей первый 
открыл 9ба эти принципа и вывел из них законы дви- 
жения брошенных тел, складывая наклонное движение, 
являющееся результатом сообщенного телу импульса, 
с падением по вертикали, вызываемым действием силы 
тяжести. 

Что касается законов ускоренного движения тя- 
желых тел, то они естественно выводятся из рассмо- 
трения постоянного и равномерного. действия тяжести, 
под влиянием которой тела в равные мгновения полу- 
чают равные приращения скорости по одному и тому же 
направлению; поэтому вся скорость, приобретенная те- 
лом к концу какого-либо промежутка времени, должна 
быть пропорциональна этому промежутку. Отсюда ясно, 
что указанное постоянное отношение скоростей ко вре- 
мени со своей стороны должно быть пропорционально 
величине силы, развиваемой тяжестью для приведения 
тела в движение; таким образом при движении по 
Наклонным плоскостям это отношение не должно быть 
пропорционально абсолютной силе тяжести, как при 
движении по вертикали, но должно быть пропорцио- 
нально относительной силе, которая зависит от наклона 
плоскости и определяется по законам статики; это дает 
нам легкий способ сопоставления движений тел, спу- 
скающихся по плоскостям различного наклона. 
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Однако Галилей, повидимому, не этим путем открыл 
законы падения тяжелых тел. Он, наоборот, начал 
с того, что установил понятие о равномерно ускоренном 
движении, при котором скорости возрастают пропор- 
ционально временам: отсюда он геометрическим путем 
вывел основные свойства этого вида движения и в 0с0- 
бенности закон нарастания пути пропорционально 
квадрату времени; затем он с помощью опыта убедился, 
что этот закон действительно имеет место при движении 
тел, падающих по вертикали или по плоскостям любого 
наклона. Однако для того чтобы получить возможность 
сравнить движения по плоскостям с различным накло- 
ном, он вынужден был предварительно допустить не- 
обоснованное положение, что скорости, приобретенные 
в результате опускания с равных вертикальных высот, 
всегда между собою равны; и лишь незадолго до смерти 
и после издания своих «Диалогов» он нашел доказатель- 
ство этого положения путем рассмотрения относитель- 
ного действия тяжести на наклонных плоскостях; это 
доказательство было затем включено в последующие 
издания упомянутой работы Галилея. 

2. Таким образом постоянное отношение, которое 
при равномерно ускоренных движениях должно су- 
ществовать между скоростями и временами или между 
путями и квадратами времен, может быть принято 
в качестве меры ускоряющей силы, действующей не- 
прерывно на тело; действительно, эта сила может быть 
измерена только по тому действию, которое она вызывает 
в теле и которое проявляется в сообщенных скоростях 
или в путях, пройденных за данные промежутки 
времени. 

Итак, для подобной оценки сил достаточно рассмот- 
реть движение, вызванное в течение любого конечного 
или бесконечно малого времени, если только мы счи- 
таем силу постоянной в течение этого времени. ВКа- 
ковы бы ни были движение тела и закон его ускорения, 
но согласно природе дифференциального исчисления 
мы можем признать постоянным действие каждой 
ускоряющей силы в течение бесконечно малого времени; 
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таким образом всегда можно определить величину силы, 
действующей на тело в любое мгновение, если вызван- 
ную в это мгновение скорость сравнить с продолжитель- 
ностью этого мгновения или же если путь, пройденный 
телом в течение этого мгновения под влиянием силы, 
сравнить с квадратом продолжительности этого мгно- 
вения; при этом нет нужды в том, чтобы указанный путь 
фактически был пройден телом: достаточно, чтобы можно 
было себе представить, что он был пройден при неко- 
тором сложном движении, ибо согласно второму из 
приведенных выше принципов движения действие силы 
в обоих случаях одинаково. 

Указанным выше путем Гюйгенс открыл, что центро- 
бежные силы тел, приводимых в движение по окруж- 
ностям с постоянными скоростями, относятся между 
собою, как квадраты скоростей, деленные на радиусы 
кругов; этим же путем он получил возможность срав- 
нить центробежные силы с силой тяжести на поверх- 
ности земли, как об этом можно судить по оставленным 
им доказательствам своих теорем о центробежных 
силах, опубликованным в 1673 г. в конце сочинения 
«Ного]остат озс1Шабот!ат» (Часы с маятником). 

Гюйгенс сочетал указанную теорию центробежных 
сил с теорией разверток, автором которой тоже был 
он; эта последняя теория сводит каждую бесконечно 
малую. часть любой кривой к круговым дугам, . что 
легко дает возможность распространить теорию центро- 
бежных сил на все кривые линии. Однако только Нью- 
тону привелось сделать этот новый шаг и дополнить 
учение о неравномерных движениях и 0б ускоряю- 
щих силах, способных их вызывать. В настоящее время 
это учение сводится лишь к нескольким очень простым 
дифференциальным формулам; однако сам Ньютон 
постоянно пользовался геометрическим методом, упро- 
щенным благодаря рассмотрению первых и последних 
отношений; если же в отдельных случаях он и прибе- 
гал к аналитическому исчислению, то он пользовался 
при этом только методом рядов, который следует от- 
личать от дифференциальпого метода, хотя, правда, 
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оба эти метода могут быть легко сближены и сведены 
к одному и тому же принципу. 

Почти все математики, трактовавшие теорию уско- 
ряющих сил после Ньютона, ограничивались тем, что 
обобщали данные им теоремы и переводили их в диффе- 
ренциальную форму. Отсюда берут свое начало различ- 
ные формулы для центральных сил, которые встре- 
чаются в многочисленных работах по механике, — 
формулы, которыми, однако, теперь почти не поль- 
зуются, так как они применимы только к такого 
рода кривым, которые мы можем себе представить опи- 
санными под влиянием единственной силы, стремящей- 
ся к некоторому центру, и так как в настоящее время 
существуют общие формулы для определения движений, 
вызванных любыми силами. 

3. Если допустить, что движение тела и силы, 
вызывающие это движение, разложены по трем взаимно 
перпендикулярным направлениям, то можно отдельно 
рассмотреть движения и силы по отношению к каж- 
дому из этих трех направлений. Ибо в силу взаимной 
перпендикулярности этих направлений ясно, что каж- 
дое из этих частичных движений можно рассматри- 
вать как независимое от двух других движений и что 
каждое из них может претерпеть изменение только 
со стороны той силы, которая действует по направлению 
этого движения; отсюда можно заключить, что каждое 
из этих трех движений в отдельности должно следовать 
законам прямолинейных движений, ускоренных или 
замедленных под влиянием заданных сил. Но при 
прямолинейном движении действие ускоряющей силы 
состоит только в том, что она изменяет скорость тела, 
поэтому данная сила должна измеряться отношением 
между приращением или убылью скорости в течение 
некоторого мгновения и продолжительностью этого 
мгновения, т. е. дифференциалом скорости, разделенным 
на дифференциал времени; а так как сама скорость при 
неравномерных движениях измеряется дифференциалом 
пути, разделенным на дифференциал времени, то отсюда 
следует, что рассматриваемая сила измеряется вторым 
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дифференциалом пути, разделенным наквадрат первого 
дифференциала времени, который при этом рассматри- 
вается как постоянная величина. 'Гаким образом второй 
дифференциал пути, который тело проходитили согласно 
нашему представлению может пройти по каждому 
из трех взаимно перпендикулярных направлений, раз- 
деленный на квадрат постоянного дифференциала вре- 
мени, выразит ускоряющую силу, действующую на 
тело в этом именно направлении, и, следовательно, 
будет равен действительной силе, которая согласно 
нашему допущению действует в данном направлении. 
В этом и заключается столь хоропто известный принцип 
ускоряющих сил. 

Нет необходимости в том, чтобы три направления, 
к которым относят мгновенное движение тела, были 
совершенно неподвижными; достаточно, чтобы они оста- 
вались таковыми в течение рассматриваемого мгновения. 
Таким образом при движениях по кривой линии можно 
каждое мгновение избирать эти направления, причем 
одно из них по касательной, а другие два по линиям, 
перпендикулярным к кривой. Тогда ускоряющая сила, 
действующая по касательной и носящая название тан- 
генциальной силы, полностью пойдет на изменение 
абсолютной скорости тела и будет выражена с по- 
мощью элемента этой скорости, разделенного на эле- 
мент времени. 

Нормальные же силы изменяют только направление 
движения и зависят от кривизны линии, описываемой 
телом. Если нормальные силы свести к одной, то на- 
правление этой сложной силы будет лежать в плоскости 
кривизны и самая сила будет выражена квадратом 
скорости, разделенным на радиус кривизны, ибо ка- 
ждое мгновение тело можно рассматривать как бы дви- 
жущимся по соответствующему кругу кривизны. 

Этим путем были найдены известные формулы для 
сил тангенциальных и нормальных, которыми поль- 
зуются уже с давних пор для разрешения проблем 
движения тел, находящихся под действием заданных 
сил. ‘Появившаяся в 1736 г. «Механика» Эйлера, 
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которую следует признать первой большой работой, в ко- 
торой к учению о движении был применен анализ, вся 
еще построена на этих формулах; однако после этого 
их почти оставили, так как был найден более простой 
способ выражения действия ускоряющих сил на дви- 
жение тела. 

Последний заключается в том, что движение тела 
и действующие на него силы относят к некоторым 
неподвижным в пространстве направлениям. Если для 
определения места тела в пространстве принять три 
прямоугольные координаты, имеющие указанные на- 
правления, то, очевидно, изменения этих координат 
выразят пути, пройденные телом по направлениям этих 
координат; следовательно, их вторые дифференциалы, 
разделенные на квадрат постоянного дифференциала 
времени, выразят ускоряющие силы, которые должны 
действовать по направлению этих координат. Таким 
образом, если эти выражения приравнять выражениям 
сил, заданных условиями задачи, мы получим три ана- 
логичных уравнения, которые и послужат для опре- 
деления всех обстоятельств рассматриваемого дви- 
жения. Этот прием составления уравнений движения 
тела, находящегося под действием каких-либо сил, 
путем сведения этого движения к прямолинейным 
движениям, следует благодаря его простоте предпо- 
честь всем другим приемам; поэтому он должен был бы 
возникнуть раньше других, однако в действительности, 
повидимому, только Маклорен (Ма]апгт) впервые при- 
менил его в своем сочинении «О флюксиях», появив- 
шемся в свет на английском языке в 1742 г. В настоя- 
щее время он является общепринятым. 

4. Итак, с помощью изложенных выше принципов 
можно определить законы движения свободного 
тела, находящегося под действием любых сил, если 
только мы будем рассматривать это тело как точку. 

Эти принципы можно применить и к исследованию 
движения нескольких тел, взаимно притягивающих 
друг друга согласно некоторому закону, являющемуся 
известной функцией расстояний между рассматривае- 
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мыми телами; наконец, нетрудно распространить их 
и на движения в сопротивляющихся средах, а также 
на такие движения, которые происходят по заданным 
кривым поверхностям, ибо сопротивление среды пред- 
ставляет собою не что иное, как силу, действующую 
в направлении, противоположном той силе, которая 
поддерживает движение, а когда тело вынуждено дви- 
гаться по заданной поверхности, то необходимо суще- 
ствует сила, перпендикулярная к поверхности, удер- 
живающая его на ней; неизвестное значение этой силы 
может быть определено на основании условий, выте- 
кающих из природы самой поверхности. 

Однако в том случае, когда исследуют движения 
многих тел, действующих друг на друга путем 
удара или давления, будь то непосредственно, как 
при обычном ударе, или же при посредстве нитей или 
несгибаемых рычагов, к которым они прикреплены, 
или же вообще каким-либо иным образом, то этого рода 
задача принадлежит к проблемам более высокого по- 
рядка, которая не может быть разрешена с помощью 
приведенных выше положений. Дело в том, что в этом 
случае силы, действующие на тело, неизвестны и их 
следует определить на основании Действия, которое 
тела должны оказывать одно на другое в соответствии 
с их взаимным положением. Таким образом здесь 
необходимо привлечь на помощь еще один принцип, 
который служит для определения силы тел, находя- 
щихся в движении, в соответствии с их массой и ско- 
ростью. 

о. Этот принцип заключается с следующем: для 
того чтобы данной массе сообщить определенную ско- 
рость в каком-либо направлении — будет ли эта масса 
находиться в покое или в движении — требуется сила, 
значение*) которой пропорционально произведению 


*) Под значением силы злесь следует понимать произвеле- 
ние силы на время ее действия, или более обще, — интеграл 
произведения элемента времени на интенсивность силы. Сло- 
во сила взято Лаграпжем в том же смысле, в каком его при- 
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массы на скорость и направление которой одинаково 
с направлением этой скорости. Это произведение массы 
какого-либо тела на его скорость обычно называют 
количеством движения данного тела, так как оно дей- 
ствительно представляет собою сумму движений всех 
материальных частей тела. Таким образом, силы из- 
меряются количествами движения, которые они спо- 
собны вызвать, и, наоборот, количество движений тела 
представляет собою меру силы, какую тело способно 
проявить по отношению к какому-либо препятствию 
и которую называют ударом (регсиз1опт). Отсюда сле- 
дует, что если два неупругих тела в прямо противо- 
положных направлениях сталкиваются с равными ко- 
личествами движения, то их силы должны взаимно 
друг друга уравновесить и уничтожить; следовательно, 
в данном случае тела должны остановиться и затем 
пребывать в покое. Если же удар происходит при по- 
средстве рычага, то для уничтожения движения тел 
необходимо, чтобы их силы следовали известному 
закону равновесия рычага. 

Повидимому, Декарт первый осознал изложенный 
нами выше принцип, но, применяя его к удару тел, 
он допустил ошибку, полагая, что всегда должно со- 
храняться одно и то же количество абсолютного 


движения *). 


менил Декарт, когда он писал Мерсенну (Мегзеппе): «Я гово- 
рил о силе, служащей лля поднятия груза и имеющей два 
измерения, а не о силе, служащей для поддержания любой 
точки, имеющей только одно измерение» (сочинения Декарта в 
издании Соцз1ш, т. УГ, стр. 329). Понятно, какую путаницу 
должно было вызвать это двойное значение слова сила (!огсе). 
К счастью, математики отвергли эту терминологию: в насто- 
ящее время пол силой ({огсе) понимают только у^илие (еЁогь), 
которое может быть выражено в килограммах. (Прим. Бер- 
трана.) 

*) Ни в одном из многочисленных сочинений Декарта мы 
не находим ясного и понятного изложения этого принципа. 
Что же касается применений, то допущенные им ошибки го- 
раздо серьезнее той, которую отметил здесь Лагранж. В числе 
других ошибочных положений он утверждает, что одно тело, 
ударившись о другое, не в состоянии сообщить ему движения, 
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Собственно говоря, первым лицом, имевшим ясное 
представление об этом принципе и успешно применив- 
шим его для открытия законов передачи движения твер- 
дых или упругих тел, является Валлис (\/а1115$), как 
об этом можно судить по Тгапзас 1013 рАПозорШса] за 
1669 г. и по третьей части его сочинения «Ое шоб», 
изданного в 1671 г. Подобно тому, как произведение 
массы на скорость выражает конечную силу тела, 
находящегося в движении, так произведение массы 
на ускоряющую силу, которая, как мы видели, опре- 
деляется отношением элемента скорости к элементу 
времени, выражает элементарную или возникающую 
силу, и если это произведение рассматривать как меру 
того усилия, которое тело может проявить благодаря 
своей элементарной скорости, которую оно получило 
или стремится получить, то оно дает то, что называют 
давлением; если же его рассматривать как меру силы, 
необходимой для того, чтобы сообщить эту скорость, то 
в этом случае оно представляет собою то, что назы- 
вают двиэкущей силой. Итак, силы давления или дви- 
жущие силы уничтожаются или же находятся в рав- 
новесии, если они равны друг другу и направлены 
прямо противоположно или же если, будучи приложены 
к какой-нибудь машине, они следуют законам равнове- 
сия этой машины [22]. 

6. Если тела связаны друг с другом таким образом, 
что они не могут свободно следовать полученным ими 
импульсам или приложенным к ним ускоряющим си- 
лам, то эти тела необходимо развивают одно на дру- 
гое непрерывные давления, изменяющие их движения 
и затрудняющие тем самым определение этих движений. 

Первой и наиболее простой задачей этого рода, 
какой занимались геометры, была задача о центре ко- 
лебания. Эта задача пользовалась большой известностью 


если оно не обладает массой, большей его массы; во всех дру- 
гих случаях ударяющееся тело отразится, а тело, получаю- 
нее удар, останется без движения. (Там же, т. [Х, стр. 195.) 
(Прим. Бертрана.) 
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в начале последнего столетия и даже с середины пре- 
дыдущего, благодаря усилиям и попыткам, сделанным 
„рупнейшими геометрами для разрешения этой за- 
дачи. Так как главным образом этим попыткам мы обя- 
заны огромными успехами, сделанными с того времени 
динамикой, я считаю необходимым дать здесь краткий 
исторический очерк этих попыток для того, чтобы пока- 
зать, по каким ступеням поднималась эта отрасль знания 
до того совершенства, какого, повидимому, она достигла 
в последнее время. 

Первые следы исследований о центре колебания мы 
находим в письмах Декарта. Из них видно, что Мер- 
сенн предложил математикам определить размер, какой 
должно иметь тело любой формы для того, чтобы, 
будучи подвешено в одной точке, оно совершало свои 
колебания в такое же время, в какое их совершает нить 
заданной длины, нагруженная в одном конце единст- 
венным грузом. Декарт отмечает, что эта задача нахо- 
дится в некоторой связи с задачей о центре тяжести и что 
совершенно так же, как у тяжелого свободно падающего 
тела имеется центр тяжести, вокруг которого силы 
тяжести всех частей этого тела находятся в равновесии, 
так что этот центр падает таким же образом, как если 
бы самого тела не было или оно было бы сосредоточено 
в этом центре, — так и у тяжелых тел, вращающихся 
вокруг неподвижной оси, должен существовать центр, 
который он называет центром качания (сеште 4’а51- 
{амоп); вокруг этой точки силы качания всех частей 
тела взаимно друг друга уравновешивают, так что 
этот центр, будучи свободен от действия указанных 
сил, может приводиться в движение таким образом, 
как если бы остальные части этого тела были уничтоже- 
ны или же сконцентрированы в этом самом центре. 
Следсвательно, все тела, у которых упомянутый центр 
одинаково удален от оси вращения, должны совер- 
шать свои колебания в одинаковое время. 

На основе изложенного определения центра качания 
Декарт дает общий метод нахождения этого центра в те- 
лах любой формы. Этот метод заключается в отыска- 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ ДИНАМИКИ 303 


нии центра тяжести сил качания всех частей тела, 
причем эти силы измеряются призведениями масс на 
скорости, которые в данном случае пропорциональны 
расстояниям от оси вращения, и делается допущение, 
что части тела проектируются на плоскость, проходя- 
щую через его центр тяжести и через ось вращения, 
таким образом, что они сохраняют свои расстояния от 
ЭТОЙ оси. 

Это решение Декарта стало предметом полемики 
между ним и Робервалем. Последний утверждал, что 
указанное решение имеет силу только в том случае, 
если все части тела фактически лежат или могут быть 
рассматриваемы как лежащие в плоскости, проходящей 
через ось вращения; во всех же других случаях следует 
рассматривать только движения, происходящие пер- 
пендикулярно к плоскости, проведенной через ось 
вращения и через центр тяжести тела, причем каждую 
частицу следует отнести к той точке, в которой ука- 
занная плоскость пересекается направлением движения 
этой частицы, — направлением, которое всегда пер- 
пендикулярно к плоскости, проходящей через данную 
частицу и через ось вращения. Легко, однако, дока- 
зать, что моменты сил по отношению к оси вращения, 
измеренные этим способом, всегда равны моментам сил 
измеренным по методу Декарта*). 

С большим основанием Роберваль утверждал, что 
Декарт нашел не что иное, как центр удара (регсла3310 п), 
вокруг которого удары (сВосз) или моменты ударов 
(регсизз1оп) равны, и что для нахождения действитель- 


) 


*) Это замечание доказывает, что возражение Роберваля 
не было обоснованным; но он имел достаточное основание 
утверждать, что правило Декарта неверно в том случае, 
когда речь идет не о плоской фигуре, вращающейся вокруг оси, 
расположенной в плоскости этой фигуры. Следует даже при- 
бавить, что Роберваль указал, не приволя, однако, Доказа- 
тельств, точное положение центра колебания кругового 
сектора, вращающегося вокруг перпендикуляра к его плоско- 
сти, проведенного через центр сектора. См. замечания Робер- 
валя по поводу письма Декарта (Оепутез 4е Резсаг(ез, 6. 1Х, 
р. 521, издание Соч$1т). (Прим. Бертрана.) 
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ного центра колебания тяжелого маятника следует 
также принимать во внимание действие тяжести, под 
влиянием которой маятник движется. Однако подоб- 
ного рода исследование было не под силу механике 
того времени *), и математики продолжали молча до- 
пускать, что центр удара совпадает с центром коле- 
бания, и Гюйгенс был первым, кто рассматривал 
этот последний центр в его действительном значении; 
он Также полагал, что эту проблему следует считать 
совершенно новой**) и, не будучи в состоянии разре- 
шить ее с помощью известных законов движения, 
придумал новый, но косвенный принцип, который 
затем получил широкую известность под названием 
принципа сохранения живых сил. 

7. Нить, рассматриваемая как несгибаемая линия, 
лишенная тяжести и массы и закрепленная одним 
концом в неподвижной точке, а на другом нагруженная 
небольшим грузом, который можно себе представить 
сведенным в точку, образует то, что называют простым 
маятником; закон колебаний этого маятника зависит 
исключительно отего длины, т.е. от расстояния между 
грузом и точкой подвеса. Но если на этой нити, на раз- 


*) Известно, что центр колебаний не отличается от центра 
удара. Из отзыва Лагранжа должно как будто следовать, что 
правило Декарта верно, хотя оно недосталочно точно обосно- 
вано. Однако легко убедиться в том, что это не так и что это 
правило ведет к неверным результатам во всех тех случаях, 
когда маятник не приводится к плоской фигуре, вращающей- 
ся вокруг оси, расположенной в его плоскости. (Прим. 
Бертрана.) 

**) Гюйгенс в начале четвертой части своего сочинения, 
наоборот, вспоминает, что задача о центре колебания была 
когда-то предложена ему, а также и другим математикам 
Мерсенном, но в то время он, Гюйгенс, был еще почти ребенком 
и не мог найти удовлетворительного решения. Говоря о Де- 
карте, он прибавляет: «Выдающиеся люди, как Декарт (Сагёе- 
3115), Фабрий (ГаЪг11$) и другие, полагавшие, что разрешили 
эту проблему, совершенно не справились с ней, если не счи- 
тать немногих более легких вопросов, для которых, однако, 
как мне кажется, они не дали какого-либо удовлетворительного 
доказательства». (иугез 9’Ниусепз, %. [, р. 118; издание 
3’Отауезапае, Гуоп 1724). (Прим. Бертрана.) 
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личных расстояниях от точки ее подвеса, укрепить 
еще один или несколько грузов, то мы тогда получим 
сложный маятник, движение которого должно дать 
в известном смысле нечто среднее между движениями 
различных простых маятников, какие получились бы, 
если бы каждый из указанных грузов был подвешен 
на отдельной нити. В самом деле, с одной стороны, сила 
тяжести стремится заставить все грузы опускаться 
одинаково в одно и то же время, а с другой стороны, 
несгибаемость нити заставляет их именно в это самое 
время описывать неравные дуги, пропорциональные 
их расстояниям от точки подвеса; таким образом между 
этими грузами должен иметь место некоторый вид 
компенсации и распределения их движений, так что 
грузы, находящиеся ближе всего к точке подвеса, 
ускоряют колебания более далеких, а последние, на- 
оборот, замедляют колебания первых. Таким образом 
на нити должна существовать такого рода точка, что 
если в ней укрепить тело, то движение последнего 
не будет ни ускоряться ни замедляться остальными 
грузами, и движение будет совершенно таким же, как 
если бы только одно это тело было подвешено на нити. 
Эта точка и будет истинным центром колебания сложк- 
ного маятника; подобный центр должен находиться 
и в каждом твердом теле, колеблющемся около гори- 
зонтальной оси, какую бы форму это тело ни имело. 

Гюйгенс увидел, что этот центр не может быть опре- 
делен строго математически, если неизвестен закон, 
согласно которому различные грузы сложного маят- 
ника взаимно изменяют те движения, которые сила 
тяжести стремится им сообщить в каждое мгновение; 
однако вместо того чтобы вывести этот закон из основ- 
ных положений механики, он ограничился применением 
косвенного положения, которое заключается в следую- 
щем: если несколько грузов, прикрепленных любым 
образом к маятнику, опускаются исключительно 
под действием тяжести и если представить себе, что 
в некоторый момент они освобождены и отделены друг 
от друга, то каждый из них под влиянием полученной 


20 ж. Лагранж, т. 1 
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им при падении скорости сможет подняться на такую 
высоту, что общий центр их тяжести достигнет той же са- 
мой высоты, с какой он перед этим опустился. Правда, 
Гюйгенс не установил этого положения непосредственно, 
а вывел его из двух гипотез, которые, по его мнению, 
следовало допустить в качестве постулатов механики. 
Одна из этих гипотез заключается в том, что центр 
тяжести системы тяжелых тел никогда не может под- 
няться на высоту, большую той, с которой он упал, 
как бы мы ни изменяли взаимное расположение тел, 
ибо в противном случае стало бы возможным непре- 
рывное движение; вторая гипотеза заключается в том, 
что сложный маятник всегда сам собою способен под- 
няться на такую же высоту, с какой он свободно опу- 
стился. Сверх того, Гюйгенс отмечает, что это же положе- 
ние имеет место при движении тяжелых тел, связанных 
между собою каким угодно образом, а также при 
движении жидких тел. 

Трудно угадать, что навело Гюйгенса на мысль 
об указанном положении, но можно подозревать, 
что он был приведен к нему теоремой, доказанной Га- 
лилеем для падения тяжелых тел: падают ли они 
по вертикали или же по наклонным плоскостям, они 
всегда приобретают такис скорости, которые в состоянии 
их поднять на ту же высоту, с которой они упали. 
Эта теорема, будучи обобщена и применена к центру 
тяжести системы тяжелых тел, и дает упомянутый 
принцип Гюйгенса. 

Но как бы там ни было, из этого положения полу- 
чается уравнение между вертикальной высотой, с ко- 
торой центр тяжести системы падал в течение некоторого 
времени, и различными вертикальными высотами, на 
которые входящие в систему тела могут подняться с до- 
стигнутыми ими скоростями и которые согласно 
теоремам Галилея относятся между собою, как квад- 
раты этих скоростей. Но у маятника, колеблющегося 
вокруг горизонтальной оси, скорости различных точек 
пропорциональны их расстояниям от оси; следова- 
тельно, уравнение можно свести только к двум неиз- 
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вестным величинам, из которых одна представляет 
собою расстояние, на какое за определенное время 
снижается центр тяжести маятника, другая же вели- 
чина представляет собою высоту, на которую может 
подняться заданная точка под влиянием скорости, 
приобретенной благодаря падению. В центре колебания 
обе эти высоты должны быть равны, так как свободные 
тела всегда в состоянии подняться на ту же высоту, 
с какой они упали. Уравнение и показывает, что это 
равенство может иметь место только в точке, лежащей 
на линии, перпендикулярной к оси вращения и про- 
ходящей через центр тяжести маятника; эта точка 
удалена от упомянутой оси на такую величину, которая 
получается, если сумму произведений всех масс, состав- 
ляющих маятник, на квадраты их расстояний от оси 
разделить на сумму этих масс, помноженных на расстоя- 
ние центра тяжести маятника от той же оси. Эта величи- 
наи выразит длину простого маятника, движение кото- 
рого будет одинаково с движением сложного маятника. 

Гюйгенс изложил приведенную выше теорию в своей 
работе «Ного]ос1ат озсШабот! ат», где он привел также 
большое количество остроумных применений этой тес- 
рии. Последняя не оставляла бы желать ничего лучшего, 
если бы она не была основана на сомнительном поло- 
жении; оставалось еще доказать правильность этого 
положения, чтобы сделать теорию неуязвимой для 
каких бы то ни было возражений. 

Против теории Гюйгенса были высказаны в 1681 г. 
в Топгпа! дез Зауатз 4е Раг1з некоторые слабые возра- 
жения, на которые Гюйгенс дал поверхностный и мало 
удовлетворительный ответ. Но эта полемика привлекла 
к себе внимание Якова Бернулли (Тасадаез Вегпой! 1) 
и побудила его более углубленно исследовать теорию 
Гюйгенса и свести ее к основным положепиям динамики. 
Бернулли рассматривает сначала два равных груза, 
подвешенных на прямой несгибающейся линии и ука- 
зывает, что скорость, какую первый груз, т. е. груз, 
расположенный ближе к точке подвеса, приобретает, 
двигаясь по определенной дуге, должна быть меньше 


20* 
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той скорости, какую он приобрел бы, если бы он сво- 
бодно описал эту дугу, и что в то же время скорость, 
которую приобретает второй груз, должна быть больше 
той скорости, какую он приобрел бы, если бы он сво- 
бодно описывал эту дугу. Таким образом скорость, 
теряемая первым грузом, передается второму, а так 
как эта передача происходит при помощи рычага, спо- 
собного двигаться около неподвижной точки, то она 
должна следовать закону равновесия сил, приложен- 
ных к этому рычагу, так что потеря первого груза 
в скорости относится к выигрышу второго обратно 
отношению соответствующих плеч рычага, т. е. расстоя- 
ний от точки подвеса. Отсюда, а также из того обстоя- 
тельства, что фактические скорости обоих грузов должны 
быть прямо пропорциональны указанным расстоя- 
ниям, можно легко определить эти скорости, а следо- 
вательно, и движение маятника. 

8. Таков был первый шаг, который был сделан 
по пути к прямому разрешению этой знаменитой за- 
дачи. Мысль о том, чтобы отнести к рычагу те силы, 
которые получаются из приобретенных или потерянных 
грузами скоростей, является очень тонкой и дает ключ 
к правильной теории; но Яков Бернулли допустил 
ошибку, рассматривая скорости, приобретенные в те- 
чение некоторого конечного времени; было бы правиль- 
нее рассматривать элементарные скорости, достигнутые 
в течение одного мгновения, и сравнить их с теми ско- 
ростями, которые стремятся сообщить силы тяжести 
в течение того же самого мгновения. Это и сделал позднее 
Лопиталь (Т’ Нора!) в работе, опубликованной в }опгпа! 
де Вовбег4ашт за 1690 г. Он представляет себе два ка- 
ких-либо груза, подвешенных на несгибающейся нити, 
образующей сложный маятник, и устанавливает рав- 
новесие между количествами движения, потерянными 
и приобретенными этими грузами в некоторое мгно- 
вение, т. е. между разностями количеств движения, 
фактически полученных этими грузами в указанное мгно- 
вение, и тех количеств движения, которые им стре- 
мится сообщить сила тяжести. Этим путем он определяет 
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отношение мгновенного ускорения каждого груза к 
ускорению, которое ему стремится сообщить одна лишь 
сила тяжести, и находит центр колебания, определяя 
ту точку маятника, для которой оба эти ускорения рав- 
ны. Затем он распространяет свою теорию на большее 
количество грузов, при этом, однако, первые грузы 
он всякий раз рассматривает как бы соединенными 
в их центре колебания; однако этот прием не является 
уже достаточно прямым и не может быть принят без 
доказательства *). 

Изложенный выше анализ побудил Якова Бернулли 
вернуться к этому вопросу, в результате чего он и дал 
первое прямое и строгое решение задачи о центрах 
колебания, решение, которое заслуживает тем большего 
внимания математиков, что оно содержит в себе зерно 
известного принципа динамики, ставшего столь пло- 
дотворным в руках Даламбера. 

Бернулли рассматривает движения, сообщаемые в 
каждое мгновение силой тяжести телам, из которых- 
состоит маятник; так как эти тела вследствие сущест- 
вующей между ними связи не могут выполнять указан- 
ных движений, то он представляет себе движение, кото- 
рое они должны получить, как бы составленным из тех. 
которые им сообщаются, и из других движений, которые 
к ним прибавляются или вычитаются и которые должны 
друг друга уравновесить, в результате чего маятник 
должен сохранить равновесие. Таким образом данная 
задача сводится к принципам статики и не требует ниче- 
го кроме помощи анализа. Этим путем Яков Бернулли 
вывел общие формулы для центров колебания тел лю- 
бой формы, показал их соответствие с положением Гюй- 
генса и доказал тождественность центров колебания с 
центрами удара. Это решение было дано Бернулли в 
основных чертах в 1691 г. в Лейпцигских Асёа его о- 
ги; но в полном виде оно было изложено только в 
1703 г. в Метошез 4е ГАсадёиче 4ез Зелепсез 4е Раг1з. 


— 


*) Можно даже прибавить, что этот метод приводит к не- 
точным результатам. (При.и. Бертрана). 
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9. Для того чтобы не упустить ничего относящегося 
к истории задачи о центре колебания, я должен указать 
еще на одно ее ‘решение, которое было дано позднее 
Иваном Бернулли в тех же Мемуарах и которое почти 
одновременно с ним было опубликовано Тейлором 
(Тауог) в его работе «Ме Бо4из 1пстететфогит» (Ме- 
тод приращений) что дало повод к оживленной полемике 
между этими двумя математиками. Как ни остроумна 
была идея, на которой было основано это новое реше- 
ние, — она заключается в Том, что сложный маятник 
приводится сразу к простому путем замены различных 
грузов другими грузами, сосредоточенными в одной и 
той же точке, причем их фиктивные массы и тяжести 
подобраны таким образом, что их угловые ускорения и 
моменты по отношению к оси вращения остаются соот- 
ветственно равными прежним, а общая тяжесть объеди- 
ненных грузов равна их истинной тяжести, — тем не 
менее следует признать, что эта идея не была ни столь 
естественной, ни столь ясной, как идея о равновесии 
между приобретенными и потерянными количествами 
движения. 

В вышедшей в 1716г. «РЬогопот{а» Эрмана (Негтап) 
мы находим еще один метод разрешения той же задачи, 
основанный на другом принципе, который заключается 
в следующем: движущие силы, под влиянием которых 
должны находиться грузы, образующие маятник, чтобы 
иметь возможность двигаться совместно, эквивалентны 
тем силам, которые получаются под действием тяжести; 
таким образом первые, если направить их в противо- 
положную сторону, должны находиться в равновесии 
с последними [23]. 

Последний принцип по существу представляет собою 
не что иное, как принцип Якова Бернулли, но только 
представленный в менее простом виде: пользуясь прин- 
ципами статики. нетрудно вывести один из них из 
другого. Позднее Эйлер его обобщил и применил к 
определению колебаний гибких тел; соответствующая 
работа его была напечатана в 1740 г. в УП томе старых 
петербургских комментариев. 
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Было бы слишком долго излагать другие проблемы 
динамики, при разрешении которых геометры упраж- 
няли свое остроумие после проблемы о центре колеба- 
ния и до того времени, когда разрешение подобных проб- 
лем было сведено к твердо установленным правилам. 
Указанные задачи, которые ставили себе Бернулли, 
Клеро, Эйлер, можно найти рассеянными в первых 
томах петербургских и берлинских мемуаров, в париж- 
ских мемуарах (за годы 1736 и 1742), в сочинениях 
Ивана Бернулли и в «Оризсщез» Эйлера. Эти задачи 
состоят в определении движения многих тел, тяже- 
лых или лишенных тяжести, которые толкают или 
тянут друг цпруга с помощью нитей или несги- 
баемых рычагов, к которым они ` неподвижно при- 
креплены или вдоль которых они могут свободно 
скользить и которые, после сообщения им каких-либо 
импульсов, предоставляются затем самим себе или 
принуждаются двигаться по заданным кривым линиям 
или поверхностям. , 

При разрешении этих задач почти всегда пользо- 
вались принципом Гюйгенса; но так как этот принцип 
дает только одно уравнение, то другие уравнения ста- 
рались получить путем рассмотрения неизвестных сил, 
с которыми согласно допущению тела должны тол- 
кать или тянуть друг друга и которые принимали 
в качестве упругих сил, действующих одинаково в про- 
тивоположных направлениях. При введении этих 
сил можно было уже совершенно не принимать во вни- 
мание взаимной связи между телами и представлялось 
возможным использовать законы движения свободных 
тел; далее, условия, которые в соответствии с природой 
задачи должны были иметь место между движениями 
различных тел, служили для определения неизвестных 
сил, которые вводились в вычисления. Однако при 
разрешении всякой задачи требовалась всегда осо- 
бая ловкость для определения всех сил, которые 
в данном случае должны быть приняты во внимание. 
Это и придавало указанным задачам большую привле- 
кательность и побуждало математиков к соревнованию, 
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10. Появившееся в 1743 г. сочинение Даламбера 
«Тгацё де Рупат14ие» положило конец всем подобного 
рода вызовам ученых; в нем предложен прямой и общий 
метод, с помощью которого можно разрешить, или во вся- 
ком случае выразить в виде уравнений, все проблемы ме- 
ханики, какие только можно себе представить. Этот 
метод приводит все законы движения тел к законам 
их равновесия и таким образом сводит динамику к ста- 
тике. Мы уже отметили выше, что принцип, примененный 
Яковом Бернулли при определении центра колебания, 
обладал тем преимуществом, что он поставил это опре- 
деление в зависимость от условий равновесия рычага; 
однако только Даламбер подошел к этому принципу 
с более общей точки зрения и придал ему всю ту простоту 
и плодотворность, на которые он был способен. 

Если нескольким телам сообщить движения, которые 
они вынуждены изменить вследствиё наличия взаимо- 
действия между ними, то ясно, что эти движения можно 
рассматривать, как составленные из тех движений, 
которые тела фактически получают, и из других дви- 
жений, которые уничтожаются; отсюда следует, что 
эти последние должны быть такими, что если бы тела 
находились исключительно под их действием, то они 
бы взаимно друг друга уравновесили. 

Таков принцип, который был изложен Даламбером 
в его «Тгайё 4е Рупапидие» и который он удачно 
применил при разрешении многих проблем и в особен- 
ности при разрешении задачи о предварении равно- 
денствий [24]. Правда, этот принцип не дает непосред- 
ственно уравнений, необходимых для разрешения проб- 
лем динамики, но он показывает, каким образом эти 
уравнения могут быть выведены из условий равнове- 
сия. Таким образом, если этот принцип сочетать с обыч- 
ными принципами равновесия рычага или сложения 
сил, то всегда можно найти уравнения каждой проблемы; 
однако трудность определения тех сил, которые должны 
уничтожиться, равно как и законов равновесия этих 
сил, делает зачастую применение этого принципа не- 
удобным и утомительным, а решение, которое при этом 
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получается, почти всегда сложнее тех решений, какие 
могут быть получены путем применения менее простых 
и менее прямых принципов, как в этом можно убедиться 
из второй части «ТгаЦе 4е Пупаш1аие» Даламбера *). 

11. Если бы мы пожелали избежать тех разложений 
движений, которых требует указанный выше принцип, 
то необходимо было бы только наперед установить рав- 
новесие между силами и вызванными ими движениями, 
которые, однако, следовало бы взять направленными 
противоположно. В самом деле, если мы представим 
себе, что каждому телу мы сообщаем в противоположном 
направлении то движение, которое оно должно получить, 
то ясно, что система будет приведена в положение покоя: 
следовательно, эти последние движения должны унич- 
тожить те движения, которые тела получили бы и ко- 
торые они выполняли бы при отсутствии взаимодей- 
ствия между ними; таким образом должно существовать 
равновесие между всеми этими движениями или между 
силами, которые способны их вызвать. 

Этот способ сведения законов динамики к законам 
статики в действительности является менее прямым, 
чем способ, вытекающий из принципа Даламбера, 
но зато он приводит к большей простоте в примене- 
ниях; он представляет собою возврат к методу Эрмана 
и Эйлера, который применил его при разрешении многих 
проблем механики. В некоторых курсах механики его 
можно встретить под названием принципа Даламбера. 

12. В первой части настоящей работы мы свели всю 
статику к единой общей формуле, дающей законы 
равновесия любой системы тел, находящихся под дейст- 
вием каких угодно сил. Гаким образом можно и всю ди- 
намику свести к одной оэщей формуле; в самом деле, 
для того чтобы применить формулу равновесия системы 
тел к ее движению, достаточно ввести силы, которые 


*) Эти решения еще болыпе усложняются благодаря тому 
обстоятельству, что автор, как он сам об этом предупреждает 
($ 94), систематически избегает принимать 4, или элементы 
времени, в качестве постоянных величин. (Прим. Лагранжа ) 
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получаются вследствие изменений движения каждого 
тела и которые должны быть уничтожены. Развитие 
этой формулы, если при этом принять во внимание 
условия, зависящие от природы системы, даст все урав- 
нения, необходимые для определения движения каж- 
дого тела; после этого останется только эти уравнения 
проинтегрировать, что является уже задачей анализа. 

13. Одно из преимуществ, которое получается 
при использовании формулы, о которой идет речь, за- 
ключается в том, что она непосредственно приводит к 0б- 
щим уравнениям, в которых содержатся принципы или 
теоремы, известные под названием принципов сохране- 
ния окивых сил, сохранения движения центра тяжести, 
сохранения моментов вращения, или принципа площа- 
дей, и принципа наименьшего действия. Однако все 
эти принципы следует рассматривать скорее как общие 
выводы из законов динамики, чем как первоначальные 
принципы этой науки, но так как при разрешении задач 
их зачастую все-таки принимают в качестве основных 
положений, то мы считаем необходимым здесь на них 
остановиться и указать, в чем они заключаются и каким 
авторам они обязаны своим происхождением, дабы не 
допустить существенного пробела в настоящем пред- 
варительном изложении принципов’ динамики. 

14. Первый из приведенных четырех принципов, 
а именно принцип сохранения живых сил, был открыт 
Гюйгенсом, однако в форме, несколько отличной от 
той, какую ему придают в настоящее время; об этом 
мы уже упомянули выше в связи с проблемой определе- 
ния центров колебания. Это положение, поскольку 
оно было применено для решения указанной задачи, 
сводится к равенству между снижением и повышением 
центра тяжести множества тяжелых тел, которые па- 
дают, будучи соединены вместе, и затем поднимаются 
отдельно, причем каждое из них поднимается вверх 
с той скоростью, какую оно приобрело при падении. 
Но согласно известным свойствам центра тяжести путь, 
пройденный центром в каком-либо направлении, вы- 
ражается отношением суммы произведений массы каж- 
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дого тела на путь, пройденный им в том же направле- 
нии, к сумме этих масс. С другой стороны, согласно 
теоремам Галилея вертикальный путь, пройденный 
тяжелым телом, пропорционален квадрату скорости, 
которую тело приобрело при свободном падении и с ко- 
торой оно может снова подняться на ту же высоту. 
Таким образом принцип Гюйгенса сводится к тому, 
что при движении тяжелых тел сумма произведений 
масс на квадраты скоростей в любое мгновение имеет 
одно и то эке значение независимо от того, движутся 
ли тела, будучи каким-либо образом связаны друг 
с другом, или же они свободно пробегают те же вер- 
тикальные пути. Это отметил в нескольких словах и сам 
Гюйгенс в маленькой работе, касающейся методов 
Якова Бернулли и Лопиталя, примененных ими для 
определения центров колебания. 

До сих пор этот принцип рассматривался только в ка- 
честве простой теоремы механики; однако после того как 
Иван Бернулли принял предложенное Лейбницем раз- 
личие между мертвыми силами, или силами давления, не 
вызывающими реального движения, и живыми силами, 
при которых имеет место движение, а также его пред- 
ложенпие измерять последнего рода.силы произведением 
масс на квадраты скоростей, рассматриваемый прин- 
цип стал следствием теории живых сил и общего закона 
природы, согласно которому сумма живых сил несколь- 
ких тел остается неизменноя, в то время как эти тела 
действуют друга на друга с помощью одних только 
сил Давления, и равной той живой силе, которая по- 
лучается в результате действия активных сил, приво- 
дящих тела в движение. Поэтому он дал указанному 
принципу название принципа сохранения экивых сил 
и успешно применил его при разрешении некоторых 
задач, которые до тех пор еще не были решены и ко- 
торые представлялось трудным довести до конца с по- 
мощью прямых методов. 

Впоследствии Даниил Бернулли расширил этот 
принцин и вывел из него законы движения жидких 
тел, заключенных в сосуды; до него эта проблема 
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всегда исследовалась довольно поверхностно и произ- 
вольно. Наконец, в Мбто!гез 4е Веги за 1748 г. он 
обобщил этот принцип, показав, как его можно приме- 
нить к движению тел, находящихся под действием 
произвольных сил взаимного притяжения, или при- 
тягиваемых к неподвижным центрам силами, пропор- 
циональными любым функциям расстояний. 

Принцип живых сил обладает тем большим преи- 
муществом, что он непосредственно дает конечное урав- 
нение между скоростями тел и переменными величинами, 
определяющими их положение в пространстве; таким 
образом в том случае, когда согласно природе задачи 
все эти переменные могут быть сведены к одной пере- 
менной, этого одного уравнения оказывается доста- 
точно для полного разрешения задачи; такой именно 
случай мы имеем в проблеме о центрах колебания. 
При этом вообще принцип сохранения живых сил всегда 
дает первый интеграл различных дифференциальных 
уравнений каждой задачи, что во многих случаях пред- 
ставляет большую выгоду. 

15. Второй принцип был выдвинут Ньютоном, ко- 
торый в начале своих «Рг1пс1р!а» доказывает, что состоя- 
ние покоя или движения центра тяжести нескольких 
тел нисколько не изменяется вследствие взаимного 
действия этих тел, в чем бы последнее ни заключалось; 
таким образом центр тяжести тел, действующих друг 
на друга каким угодно образом, будь то при посредстве 
нитей или рычага, или в силу законов притяжения, 
если только не имеется какого-либо внешнего действия 
или препятствия, всегда остается в покое или же дви- 
‚кется равномерно и прямолинейно. 

Позднее Даламбер значительно расширил этот прин- 
цип, показав, что когда тела находятся под действием по- 
стоянных ускоряющих сил, причем все они направлены 
по параллельным линиям, или по линиям, сходящимся 
в одной точке, и действуют пропорционально расстоя- 
нию, то центр тяжести должен описывать ту же кривую, 
как если бы тела были свободны; можно еще добавить, 
что движение этой точки вообще остается таким же, 
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как если бы все силы тел, каковы бы они ни были,» 
были приложены к этой точке с сохранением за каждой 
силой ее направления. 

Ясно, что этот принцип служит для определения 
движения центра тяжести независимо от соответствую- 
щих движений тел и что ен таким образом всегда может 
дать три конечных уравнения между координатами 
тел и временем, которые будут интегралами дифферен- 
циальных уравнений задачи *). 

16. Третий принцип имеет гораздо меньшую дав- 
ность, чем первые два; повидимому, он был открыт 
одновременно, но в различных видах, Эйлером, Дании- 
лом Бернулли и Дарси (4’Агсу). Согласно формулировке 
первых двух этот принпип заключается в том, что 
при движении нескольких тел вокруг неподвижного 
центра. сумма произведений массы каждого темна на 
его скорость вращения вокруг центра и на рэсстояние 
его от того же центра является всегда независимой 
от взаимного действия, которое тела могут производить 
друг на друга, и должна всегда оставаться неизменной, 
если не имеется какого-либо внешнего действия или 
препятствия. Даниил Бернулли изложил этот принципи 
в первом томе Мёто1тез 4е1’ Аса4ёмие 4е ВегИпт, вышед- 
итем в 1746г., а Эйлер опубликовал его в том же году в 
первом томе своих «О ризсшез». Оба они пришли к этому 
принципу при разрешении одной и той же задачи, 
а именно при определении движения нескольких тел, 
заключенных в трубу заданной формы, могущей вра- 
щаться только вокруг одной точки, или вокруг непо- 
движного центра. 

Нринцип Дарси в том виде, как он его изложил 
в мемуаре, представленном Парижской Академии наук 
в 1752 г., заключается в том, что сумма произведений 
массы каждого тела на площадь, описываемую его 
радиусом-вектором вокруг неподвижной точки, причем 


*) Следует, однако, ввести ограничение, заключающееся в 
том, что силы, действующие на эти тела, не зависят от их 
неизвестного положения. (Прим. Бертрана.) 
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для всех тел эта площадь берется в одной и той же 
плоскости проекций, всегда пропорциональна времени. 
Как видим, этот принции представляет собой обобщение 
прекрасной теоремы Ньютона о площадях, описанных 
под действием известных центростремительных сил. 
Однако для того, чтобы установить аналогию или, 
еще больше, тождественность этого принципа с прин- 
ципом Эйлера и Даниила Бернулли, следует только 
принять во внимание, что скорость вращения вы- 
ражается с помощью элемента дуги круга, разделенной 
на элемент времени, и что первый из этих элементов, 
умноженный на расстояние от центра, дает площадь, 
описанную вокруг этого центра: отсюда видно, что 
этот последний принцип представляет собой не что иное, 
как дифференциальное выражение принципа Дарси. 

Позднее Дарси представил свой принцип в форме, 
более приближающейся к изложенному выше принципу; 
он заключается в том, что сумма произведений масс 
на скорости и на перпендикуляры, опущенные из цен- 
тра на направления движения тел, есть величина по- 
стоянная. 

С этой точки зрения он создал отсюда даже некото- 
рый вид метафизического принципа, который он назвал 
сохранением действия, с тем, чтобы противопоставить 
его или, даже больше, заменить им принцип наимень- 
шего количества действия, как будто бы неопределенные 
и произвольные наименования составляли сущность 
законов природы и с помощью какого-то скрытого 
свойства были способны простые выводы из известных 
законов механики возвести до степени конечных причин. 

Как бы то ни было, но рассматриваемый принцип 
имеет место вообще для каждой системы тел, дейст- 
вующих друг на друга любым образом, например, 
при помощи нитей, несгибаемых линий, законов при- 
тяжения и т. д. и находящихся под действием некоторых 
сил, направленных к неподвижному центру, неза- 
висимо от того, будет ли система совершенно свободна 
или же она будет вынуждена двигаться вокруг того 
же центра. Сумма произведений масс на площади, 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ ДИНАМИКИ 319 


описанные вокруг этого центра и спроектированные 
на какую-либо плоскость, всегда пропорциональна 
времени; таким образом, если мы отнесем эти площади 
к трем взаимно перпендикулярным плоскостям, то 
мы получим три дифференциальных уравнения первого 
порядка между временем и координатами кривых линий, 
описанных телами; в этих уравнениях собственно 
и заключается природа изложенного выше принципа. 

47. Перехожу, наконец, к четвертому принципу, 
который я называю принципом наименьшего действия — 
по аналогии с тем, который был дан под этим же назва- 
нием Мопертюи и который затем приобрел известность 
благодаря работам многих знаменитых авторов. Этот 
принцип с аналитической точки зрения заключается 
в том, что при движении тел, действующих друг на 
друга, сумма произведений масс на скорости и на 
пройденные пути является минимумом. Мопертюи вы- 
водит отсюда законы отражения и преломления света, 
равно как и законы удара тел; эти вывэды помещены 
в двух мемуарах, из которых первый был опубликован 
в Мёшо1ттез 4е ГАсаепие 4ез Зс1епсез де Раг!$ за 1744 г., 
а второй спустя два года в Мёмотез 4е ГАсадешие 
Чез се1епсез 4е Вет т. 

Однако указанные применения носят слишком спе- 
циальный характер, чтобы на них можно было построить 
доказательство общего принципа; кроме того, они 
несколько неопределенны и произвольны, что придает 
некоторую ненадежность и выводам, которые можно 
было бы сделать на основании их о точности самого 
принципа. Поэтому мне кажется, было бы неправильно 
изложенный в таком виде принцип ставить в один ряд 
с теми принципами, которые были указаны выше. Суще- 
ствует, однако, и другой способ его применения, более 
общий и более точный, который один только и заслу- 
яживает внимания математиков. Первую идею этого прин- 
ципа дал Эйлер в конце своего сочинения «Ре 1з0рег1- 
1её11с15>, напечатанного в Лозанне в 1744 г.; он 
показал, что при траекториях, описанных под дейст- 
вием центральных сил, интеграл скорости, умножен- 
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ный на элемент кривой, всегда является максимумом 
или минимумом. 

Указанное свойство, найденное Эйлером при движе- 
нии изолированных тел, которое представлялось при- 
сущим только этим телам, я, пользуясь принципом 
сохранения живых сил, распространил на движение 
любой системы тел, действующих друг на друга каким 
угодно образом; отсюда вытекает новый общий принцип, 
согласно которому сумма произведений масс на ин- 
тегралы скоростей, умноженных на элементы прой- 
денных путей, является всегда максимумом или ми- 
нимумом. 

Таков тот принцип, которому, хотя и не вполне 
точно, я даю здесь название принципа наименьшего 
действия и; на который я смотрю не как на метафизи- 
ческий принцип, а как на простой и общий вывод из 
законов механики. Во втором томе Мёто1тез 4е Тима *) 
можно увидеть применение, которое я дал ему для раз- 
решения многих трудных проблем механики. Этот 
принцип, будучи соединен с принципом живых сил 
и развит по правилам вариационного исчисления, 
дает тотчас же все уравнения, необходимые для раз- 
решения каждой проблемы; отсюда возникает столь 
же простой, как и общий, метод разрешения проблем, 
касающихся движения тел. Однако этот метод представ- 
ляет собою не что иное, как следствие метода, состав- 
ляющего предмет второй части настоящей работы и об- 
ладающего в то же время тем преимуществом, что он 
выводится из первых принципов механики. 


*) Оецугез ае Гасгапое, %. 1, р. 365. 
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ОТДЕЛ ВТОРОЙ. 


ОБЩАЯ ФОРМУЛА ДИНАМИКИ ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ 
СИСТЕМЫ ТЕЛ, НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
КАКИХ-ЛИБО СИЛ. 


1. Когда силы, действующие на систему тел, рас- 
пределены соответственно законам, изложенным в пер- 
вой части настоящего сочинения, то эти силы взаимно 
уничтожаются и система остается в равновесии. Но если 
равновесия не существует, то тела необходимо должны 
двигаться, подчиняясь полностью или частично влия- 
нию действующих на них сил. Определение движений, 
вызываемых заданными силами, и составляет предмет 
настоящей второй части «Аналитической механики». 

Мы будем рассматривать главным образом силы 
ускоряющие и замедляющие, действие которых, по- 
добно действию силы тяжести, непрерывно и которые 
стремятся каждое мгновение сообщить бесконечно малую 
и одинаковую для всех частиц материи скорость. 

В том случае, когда эти силы действуют свободно 
и равномерно, они необходимо вызывают скорости, 
которые возрастают пропорционально времени; сооб- 
щенные таким образом за заданное время скорости 
можно рассматривать, как наиболее простое действие 
этого рода сил, которое, следовательно, является наи- 
более подходящим для измерения. Простые действия 
этих сил следует в механике считать известными, и все 
искусство этой науки заключается лишь в том, чтобы 


2] жж. Лагранж, т. Т 
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вывести из них сложные явления, которые должны 
получиться в результате соединенного и видоизменен- 
ного действия этих сил. 

2. Итак, допустим, что для каждой ускоряющей 
силы известна скорость, какую она способна сообщить 
в течение определенного промежутка времени, который 
мы примем в качестве единицы времени, движущемуся 
телу, действуя на него все время одинаковым образом, 
и будем измерять ускоряющую силу именно с помощью 
этой самой скорости; последняя же в свою очередь 
должна измеряться тем пространством, которое дви- 
жущееся тело прошло бы в течение такого же времени, 
если бы оно продолжало двигаться равномерно; на осно- 
вании теорем Галилея известно, что это пространство 
всегда вдвое больше пространства, фактически про- 
ходимого телом под постоянным действием ускоряющей 
силы. 

Вообще можно какую-нибудь известную ускоряющую 
силу принять в качестве единицы и к ней относить все 
прочие силы. Тогда в качестве единицы пространства 
следует принять удвоенную величину того простран- 
ства, которое под влиянием той же равномерно дейст- 
вующей силы тело пройдет в течение промежутка 
времени, принятого в качестве единицы времени, а 
скорость, полученная за то же время под постоянным 
действием той же силы, будет в этом случае единицей 
скоростей. 

Таким образом, силы, пространства, времена и 
скорости явятся лишь простыми отношениями, обык- 
новенными математическими количествами. 

Так, например, если в качестве единицы ускоряю- 
щих сил принять силу тяжести на широте Парижа и 
время измерять в секундах, то тогда следует 30,196 
парижских фута принять в качестве единицы прой- 
денных пространств, так как 15,098 — это высота, 
с какой на этой широте падает в одну секунду тело, 
предоставленное самому себе; в этом случае едини- 
цей скоростей будет та скорость, которую падающее 
тело приобретает, пройдя указанную высоту. 
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3. Установив эти предварительные определения, 
рассмотрим систему тел, расположенных совершенно 
произвольным образом и находящихся под действием 
любых ускоряющих сил. 

Пусть т — масса любого из этих тел, которое мы 
будем рассматривать в качестве точки; для простоты 
отнесем абсолютное положение этого тела к концу 
любого промежутка времени &# к трем прямоугольным 
координатам х, у, 5. Эти координаты мы будем пред- 
полагать всегда параллельными трем осям, неподвиж- 
ным в пространстве, и пересекающимися под прямыми 
углами в одной точке, называемой началом координат; 
тогда, следовательно, эти координаты выразят пря- 
молинейные расстояния тела от трех плоскостей, про- 
ходящих через эти же оси. 

В силу взаимной перпендикулярности указанных 
плоскостей коордгнаты 1, У, 2 выражают те расстоя- 
ния, на которые тело при своем движении отдаляется 
от этих плоскостей, следовательно, 


ах Ау 43 
4? 4? @ 


выразят те скорости, которые рассматриваемое тело 
имеет в некоторое мгновение, чтобы удалиться от 
каждой из этих плоскостей и двигаться в сторону 
возрастающих координат; если бы тело было затем 
предоставлено самому себе, то согласно основным 
принципам теории движения эти скорости остались 
бы в последующие мгновения постоянными. 

Однако, вследствие существования между телами 
связи и под действием влияющих на них ускоряю- 
щих сил, эти скорости в течение мгновения @ полу- 
чают приращения 


4х ау 43 
а-—- , 4, ЧЕ 


которые надлежит определить. Эти приращения можно 
рассматривать как новые скорости, сообщенные каж- 
дому телу, и если их разделить на 4, то мы будем 


21* 
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иметь меру ускоряющих сил, необходимых для того, 
чтобы вызвать эти приращения; в самом деле, как 
бы ни менялось действие какой-либо силы, согласно 
природе дифференциального исчисления мы можем ее 
всегда считать постоянной в течение бесконечно 
малого времени; тогда скорость, сообщенная этой 
силой, пропорциональна произведению силы на время; 
следовательно, сама сила будет выражена с помощью 
отношения скорости ко времени. 

Если элемент времени 4 считать постоянным, 


то рассматриваемые ускоряющие силы выразятся 
через 


4х 49 4? 
2’ т?’ а?’ 


а если эти силы помножить на массу т тела, на ко- 
торое они действупот, то 


421 4?у 425 
Т ра › Та › Т а 


выразят силы, примененные непосредственно для 
того, чтобы в течение времени 4 двигать тело т 
параллельно осям координат х, у, 2. Таким образом 
каждое тело т системы можно рассматривать как 
находящееся под действием подобных сил; следова- 
тельно, все эти силы должны быть эквивалентны тем 
силам, под влиянием которых согласно допущению 
находится система и действие которых видоизменяется 
вследствие природы самой системы; поэтому согласно 
теореме, приведенной в «Статике» (отд. 11, п. 15}, 
сумма «моментов» первых всегда должна быть равна 
сумме «моментов» вторых. 

4. В дальнейшем мы будем применять обычный 
знак Я для обозначения дифференциалов по време- 
ни, а вариации, выражающие виртуальные скорости, 
мы будем обозначать знаком 6, как мы это уже де- 


лали и раньше при разрешении некоторых вопросов в 
«Статике». 
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Тогда мы будем иметь 


2х 425 
т ее Ох, то У зу, Т тр 02 
для моментов сил 
4х 4?у 425 


действующих по направлению координат #, у, зи 
стремящихся увеличить эти координаты; сумма их 
моментов может быть, таким образом, выражена с 
помощью формулы 


бт (т а у В, 2), 


если допустить, что знак интегрирования № распро- 
страняется на все тела системы. 

5. Пусть теперь Р, О, В,... суть заданные уско- 
ряющие силы, действующие на каждое тело системы 
по направлению соответствующих центров, к которым 
согласно допущению направлены эти силы, и пусть 
р, 4, г,... прямолинейные расстояния каждого из 
этих тел от тех же центров. Тогда дифференциалы бр, 
54, 5",... представят вариации линий р, (, г,..., 
зависящие от вариаций 6х, бу, 92 координат 1, у, 
тела т. Но так как эти силы Р, О, А,... согласно 
нашему представлению стремятся уменьшить эти ли- 
нии, то их виртуальные скорости должны быть выра- 


кены через — 6р,— 6549, —6г,... (Статика, отд. П, 
п. 3); следовательно, моменты сил тР, тО, т, 
выразятся через — тРор, — тд 849, —тВог,..., а 


сумма моментов всех этих сил составит 


—№т(Р5р- О3а-+В5"-...). 


Следовательно, если эту сумму приравнять сум- 
ме, приведенной в предыдущем пункте, мы получим 


бт (а ау у =) = 
—=— №т (Р5р-+- 03а--Ам-...) 


326 ДИНАМИКА 


или, перенеся правую часть влево, 


$ ж (4 а ба у о 8) + 
+ №т(Рор-+ О-В +...) =0. 


Такова общая формула динамики для движения 
любой системы тел. 

б. Ясно, что эта формула отличается от общей форму- 
лы статики (Статика, отд. П) только членами, происхо- 
дящими от сил т тоУ, тай вызывающих 

ай ' 4 ' ай ' 

ускорение тела по направлению возрастающих коорди- 
нат 2, у, 2. В самом деле, в предыдущем отделе (п. 11) 
мы видели, что эти силы, взятые в противоположном 
направлении, т. е. таким образом, как если бы они 
стремились укоротить линии 4, у, 2, должны уравно- 
весить действующие силы Р, 0, Д,..., которые со- 
гласно предположению должны стремиться укоротить 
линии р, 4, г,... Таким образом следует только к 
«моментам» последних сил прибавить «моменты» сил 

4х у 42; 
Тодт › Тре Тя 
условий равновесия тотчас же перейти к свойствам 
движения (Статика, отд. П, п. 4). 

7. Таким образом те же самые правила, какие 
были даны нами в «Статике» (отд. П) для вывода 
общей формулы статики, могут быть применены и к 
общей формуле динамики. Нри этом следует лишь 
иметь в виду: 

1) что дифференциалы, которые мы для выраже- 
ния вариации там обозначили через 4, дальше будут 
всегда обозначаться через 5; 

2) что знак Я будет всегда относиться ко времени 


для каждого из тел т, чтобы от 


[, равно как и соответствующий символ \ для инте- 


грирования, за исключением частных дифференциалов, 
где безразлично, какой символ взят; 
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3) что для выражения элементов кривой, или по- 
верхности, или вообще системы, состоящей из беско- 
нечного числа частиц, будет всегда применяться знак 


р, соответствующий символу интегрирования №. Сле- 
довательно, если формулы, выведенные нами для 
равновесия (Статика, отд. У, гл. Ш и ГУ), мы захо- 
тим распространить и на движение, то следует по- 
всюду знак заменить знаком О, и тогда мы будем 
иметь выражение для суммы моментов всех сил. 

8. Если движение происходит в сопротивляющейся 
среде, то сопротивление среды можно рассматривать 
как силу, которая действует в направлении, проти- 
воположном направлению движения тела, и которую, 
следовательно, можно считать направленной к некото- 
рой точке на касательной. 

Допустим, что сопротивление равно А. Для того 
чтобы получить момент ‹этой силы — А дг, следует 
только принять во внимание, что вообще 


ИЕ»). 


где /, т, п представляют собою координаты центра 
силы А; поэтому 


т — 


| у— т 
| 5% + г 


у = 54. 


Г 


уг = 


Возьмем центр силы А на касательной к кривой, 
описываемой телом, и очень близко от последнего; для 
этой цели положим 


х—[=4х, у-—-т=ау, 2—1 = 42; 


если 4$ обозначает элемент кривой, то это даст 
? 


д—1 а ут _ 4у д-п _ 48 
г 4’ р’ 3 ^ 43?’ 


и, следовательно, 


__ 44 ду х © 
би = 0х + 3, ЗУ 4 д, 92. 
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Если сопротивляющаяся среда находится в Дви- 
жении, то это движение следует сложить с движе- 
нием тела, для того, чтобы получить направление 
силы сопротивления. Назовем 4х, 4В, 4у малые пути, 
проходимые средой параллельно осям координат х, 
у, 2, в то время как тело описывает путь 4$; тогда 
следует только эти величины вычесть из 4х, 4у, 42. 
чтобы получить относительные движения. Так как 


45 =\ 42? + 4у? - 427, 


то, если мы Положим 


4с == У (4х — а«)?-+ (ау— а8)?- (4: — ау), 
мы в этом случае оу 


о “а 4 ау и. 


Что касается сопротивления А, то оно обычно 
. 4$ 
является функцией скорости —:; Но в том случае, 
когда среда находится в движении, оно будет функ- 
.. ь с 
циеи относительной скорости =. 
Указанным путем можно применить наши общие 
формулы к движениям, происходящим в сопротивляю- 
щихся средах, не имея надобности при этом прибе- 


гать к какому-либо особому рассмотрению этих видов 
движений. 


9. Важно отметить, что выражение 
?т 6х -- А?убу -- 422 63, 


которым общая формула динамики отличается от об- 
щей формулы статики (п. 5), не зависит от положе- 
ния осей координат х, у, 25. 

В самом деле, предположим, что вместо этих коор- 
динат мы подставим другие прямоугольные коорди- 
наты #1’, У', 2', имеющие то же начало, но отнесен- 
ные к другим осям. Согласно формулам преобразова- 
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< 


ния координат, приведенным в «Статике» (отд. Ш, 
п. 10), мы имеем 
х = ат -- Ву уг, 
ри 7. ГА 
у=ах Вуз, 
р. — ’х’-- Руа’. 
Если мы продифференцируем эти выражения, рас- 
сматривая при этом все коэффициенты «, В, у, &,... 


как постоянные и новые координаты х’, У’, 2 как 
единственные переменные, то мы получим 


4х = & 425’ - В ау’ т 427, 

а?у =’ а?’ -- В’ ау’ + у’4?г,, 

022 — и” Чт” = 6” Ру’ -- у”4?2”. 
Точно так же мы будем иметь 


бд = 9х + В ду Ру дг,, 
бу = а дд Е В ду т’ 52, 
92 — х” 97’ -|- 6” бу’ | у” 2’. 
Подставив эти значения и приняв во внимание ус- 


ловные уравнения между коэффициентами <, В, у, 


и’,..., Приведенные в упомянутом выше пункте, 
мы получим 


42% 6х -- 4?убу -- 42888 = ах’ 0х’ -- ау’ бу’ - 42202. 


если произвести такие же подстановки в выра- 
жениях для прямолинейных расстояний между раз- 
личными телами системы, представляемых с по- 
мощью р, 4,..., то легко видеть, что величины оч, 
В, у, х,... исчезнут и что преобразованные выраже- 
ния сохранят тот же вид. В самом деле мы имеем 


РИ УЕ 


где х, у, 3 являются координатами тела т, а х,у, 2— 
координаты другого тела ш, отнесенные к тем же 
осям. Благодаря изменению осей, первые из этих 
координат превращаются в 9’, У, 2, а если мы 


? 
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через х’, у’, # обозначим новые значения последних, 
то мы будем также иметь 


х = ох’ -- Ву’ 1, 
у хх’ | В’у’ -- у’7, { 
7 — х”Х' -- в’у’ -- у’. 7 


Произведя подсзановку и приняв во внимание те 
же условные уравнения, мы получим 


р=У (2 —х) (у фу (Рф; 
подобные же выражения получатся для аналогич- 
ных величин (4, г,... 

10. Отсюда следует, что если система находится 
только под действием внутренних сил Р,О0,..., 
пропорциональных каким-либо функциям расстоянии 
›, Ч4,... между телами, если только условия систе- 
мы зависят лишь от взаимного расположения тел, 
так что условные уравнения связывают между со- 
бою только различные линии р, 4,..., то общая фор- 
мула динамики (п. 5) имеет для преобразованных 
координат 5’, у, 2’ тот же вид, что и для первона- 
чальных координат х, у, 2. После того как путем 
интегрировавия различных уравнений, выведенных 
из этой формулы, мы нашли значения координат 
т, у, 2 каждого тела т, выраженные в качестве 
функций времени, можно эти координаты т, у, 3 пре- 
образовать в какие-либо другие 5’, у,2, пользуясь 
следующими уравнениями: 


х = ох 2 Ву уг, 
у — ит -- Бу’ + у’2’, ‚” 
= У -- и 
в которых девять коэффициентов о, В, у,... содер- 


жат три неопределенных величины, так как между 
ними существует шесть условных уравнений. 

Если значения 2’, У’, 2’ содержат в себе все про- 
извольные постоянные, необходимые для полного оп- 
ределения различных инт‹ гралов, то три упомянутые 
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неизвестные величины сольются с этими произвольнны- 
ми постоянными; но они могут возместить собою не- 
достающие величины, отсутствие которых делает ре- 
шение неполным. Таким образом с помощью этих 
трех новых произвольных величин, которые могут 
быть введены к концу вычислений, мы получаем 
возможность положить равными нулю, или равными 
каким-либо определенным величинам, такое же ко- 
личество произвольных постоянных, что зачастую 
приводит к облегчению и упрощению расчета. 

11. Хотя действия импульса и удара можно всегда 
ввести в вычисления подобно действиям ускоряющих 
сил тем не менее в тех случаях, когда определяется 
только общая величина сообщенной скорости, можно 
избавиться от рассмотрения последовательных при- 
ращений, и импульсивные силы можно принять 
просто эквивалентными сообщенным движениям. 

Итак, пусть Р, О, В,... будут импульсивные 
силы, приложенные к какому-либо телу т системы, 
направленные по линиям р, 4, г,...; предположим, 
что скорость, сообщенная этому телу, разложена на 


три скорости х, у, 3 по направлениям координат 1, 
у, 3; тогда, как в пункте 5, заменив ускоряющие 
4% 4) аз 
ай ав’ а? 
щее уравнение 


Зи (2 32 + у8и--282) +- 8 (Р8р-+- ОЗа-- Ват...) =0. 


Это уравнение даст столько частных уравнений, 
сколько останется независимых вариации, после то- 
го, как все вариации, обозначенные знаком 6, мы 
сведем, в соответствии с условиями системы, к ми- 
нимальному возможному их числу. 


силы скоростями х, у, 2, мы получим об- 


и 


ОТДЕЛ ТРЕТИЙ. 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА ДВИЖЕНИЯ, ВЫВЕДЕННЫЕ 
ИЗ ПРЕДЫДУЩЕЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Рассмотрим систему тел, расположенных одно 
по отношению к другому и связанных между собой ка- 
ким угодно образом, но при этом предположим, что не 
существует никаких неподвижных точек или пре- 
пятствии, которые стесняли бы их движения; тогда 
ясно, что в этом случае условия системы могут за- 
висеть только от взаимного расположения тел; сле- 
довательно, условные уравнения не могут содержать 
в себе каких-либо иных функций координат, кроме 
выражений взаимных расстояний между телами. Это 
соображение дает для движения системы общие урав- 
нения, не зависящие от природы системы, аналогич- 
ные тем, какие были найдены нами (Статика, отд. П, 
$ Г) для равновесия. 


$ Г. Свойства, касающиеея центра тяжести. 


2. Пусть х’, У, 2’— координаты какого-либо опре- 
деленного тела системы, в то время как х, у, 2 пред- 
ставляют собои вообще координаты какого-либо 
иного тела. Чоложим, что всегда допустимо 


д=я --Ь у=у-\, = 6. 


Ясно, что величины 5’, У’, 2’ не войдут в выраже- 
ния для взаимных расстояний между телами и что 
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эти расстояния будут зависеть только от различных 
величин &, 7, С, которые собственно и выражают 
координаты различных тел по отношению к телу, 
имеющему своими координатами х’, У’, 2’; следова- 
тельно, условные уравнения системы будут иметь 
место только между переменными &, \, С и совер- 
шенно не будут содержать 5’, у, 

Таким образом. если в общей формуле динамики 
(отд. П, п. 6) все вариации свести к 8х, 6, 42 и 
затем вместо 6х, $у, 82 подставить их значения 
бд’-- 5Е, бу’ -- 6, 62 - 50, то вариации $5’, ву’, 82 
будут независимыми от всех остальных и сами по 
‚себе будут произвольными; поэтому надо будет при- 
равнять нулю отдельно совокупность всех членов, 
в состав которых входит каждая из этих вариации, 
в результате чего мы получим три общих уравнения, 
не зависящих от особой структуры системы. 

Внутренние силы, с помощью которых тела могли 
бы действовать друг на друга и которые мы, со- 
вершенно так же как -в «Статике» (отд. ПТ, п.2), 


обозначим через Р, О,..., совсем не войдут в эти 
уравнения, так как вследствие независимости вза- 
имных расстояний р, 4,... от хх’. у, 5 вариации 
бр, 84,..., относящиеся к этим переменным, будут 
равны нулю. 

Что касается внешних сил Р, О, А,..., то если 


их свести к трем силам Х, У, 2, направленным по 
осям координат х, у, д и стремящимся укоротить эти 
координаты, то согласно формулам, приведенным в 
«Статике» (отд. У, гл. Г), мы имеем 


Р5р-+ О59-+В +... = Хх Убу- 252, 


и общая формула принимает следующей вид: 


Ат (= +х) бет +) 5у-- №т Е- +2) 92=0 


если принять во внимание только вариации 6х’, бу’, 52, 
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которые не зависят от всех остальных, то это урав- 
нение даст 


бл т 5 +хХ + ду’ Вт -- у)-- 52 Эт ча2 )=0, 


откуда тотчас же вытекают следующие три урав- 


нения. 
Эт т (вх) =0, 
Ат т (Зе) =0, 
Эт т(3в-+2)=0, 


которые всегда будут иметь место при движении лю- 
бой системы тел, если эта система совершенно сво- 
бодна. 

3. Предположим теперь, что тело, которому соот- 
ветствуют координаты 5’, У’, 2, расположено в цент- 
ре тяжесли системы. Согласно известным свойствам 
этого центра (Статика, отд. 11, $ ПУ) мы будем 
иметь уравнения 


№тЕ =0, №тл=0, №тс =0, 


которые, будучи продифференцированы по $, дадут 
нижеследующие уравнения: 


4? Е. — 425 
Эта = 0, №т 0, Ат: =0. 


Отсюда следует, что 


‹ 4х фх’ 4х’ 
Ут дя = Эти = “ая т, 


так как х’, имеющий одинаковое значение для всех 
Ч 
тел, не зависит от знака №; аналогично мы будем 


иметь 
ау _ ау’ ет __ 425’ 
№ д = Е Ут, Эт — а Ут. 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА ДВИЖЕНИЯ 335 


Таким образом три уравнения предыдущего пункта 
получат следующий более простой вид: 


=. Ут т №тХх = 0, 
2? 
и Ут Е %туУ = (), 
425’ 


а №т -- Мтй = 0. 


Приведенные уравнения послужат для определе- 
ния движения центра тяжести всех тел независимо 
от особого движения каждого из этих тел; а так как 


значения \тХ, №тУ, №тй вовсе не: содержат внут- 
ренних сил системы, то движение центра тяжести 
совершенно не будет зависеть от взаимного деи- 
ствия, которое тела могут оказывать друг на 
друга, а будет зависеть лишь от ускоряющих сил, 
действующих на каждое тело. В этом заключается 
общий принцип сохранения движения центра тя- 
жести. 

Этот принцип остается в силе и в том случае, 
когда тела при своих движениях взаимно сталкива- 
. ются; в самом деле, какова бы нибыла природа этих 
тел, можно всегда представить себе, что их действия 
при ударе происходят при посредстве расположенной 
между ними пружины, которая после своего сжатия 
стремится или же не стремится вернуться к своему 
первоначальному состоянию, в зависимости от того, 
являются ли тела упругими или же нет. Таким об- 
разом действие удара будет представлено как ре- 
зультат действия сил, имеющих ту же природу, 
что И те силы, которые мы выше обозначали 
через Р, О,... и которые в общей формуле (п. 2) 
исчезают. 

4. Вообще ясно, что уравнения движения центра 
тяжести тождественны с уравнениями движения од- 
ного тела, которое находится под одновременным 
действием всех ускоряющих сил, влияющих на раз- 
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личные тела системы. В самом деле, если предполо- 
жить, что все тела соединены в одной точке, кото- 
рой соответствуют координаты 5’ у’, 2’, то тогда в 
общей формуле мы имеем 
д=х, УНУ, 8=7; 

приравняв нулю все члены, в состав которых вхо- 
дит каждая из трех вариаций 55’, 6, 82’, мы полу- 
чим те же самые уравнения, какие были выведены 
нами выше, 

Отсюда следует общая теерема: 

Движение центра тяжести системы свободных 
тел, расположенных одно по отношению к другому со- 
вершенно произвольным образом, всегда таково, как 
если бы все тгла были сосредоточены в одной точке 
и если бы в то же время каждое из них находилось 
под действием тех же ускоряющих сил, под влия- 
нием которых оно находится в своем депствительном 
состолнии. 

5. Эта теорема остается в силе и в том случае, 
когда тела, образующие свободную систему, полу- 
чают только какие-либо импульсы; в самом деле, 
если в уравнении пункта 11 предыдущего отдела 
подставить 5х’ - 58, бу + 6м, 92’ -- 50 вместо 9х, 8у, 
02 и силы Р, О,В,...свести к силам Х, У, 1, мож- 
но, как в пункте 2, доказать, что вариации 85’, бу, 
52’ должны остаться произвольными, что даст нам 
три уравнения | 


№ (тх + Х) =0, А(ту- У) =0, №(тё- 2) =0. 
Но если координаты х’, У, 5 отнести к центру тя- 
жести системы, то в силу свойств этого центра мы 
имеем 
Ат = №тл, у®№т= №ту, 2№т= Ата. 

Дифференцируя по #{ и положив 

41 = 14, ау=у4ар 4:=24 

дл’ == ' 4, ау’ =у а а’= #4 
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мы получим 
х’№т = №тх, Ут = №ту, „®т = №12 
и, следовательно, 


Ат -— \Х =0, у№т + ВУ =0, ти 0. 


_ Отсюда видно, что скорости д’, у’, ‚  сообщенные 

центру тяжести, совершенно таковы, как если бы 
все тела, будучи соединены в этом центре, одновре- 
менно получили импульсы Х, У, ЙА. 

6. Общая формула (п. 2) после подстановки 
дд -- 56, ду + 09%, 82 +50 вместо бх, ду, 62 и после 
сведения к нулю всех членов, содержащих в себе 
55’, зу 52, примег следующий вид: 


8" (3 4? я. 3Е + ре ТХЖкУМНИ 80) =0. 


Если в дифференциалы 42%, 42у, 422 подставить 
д Е, У у, 2 С вместо х, у, 2 и вывести за 
знак № дифференциалы 42%’, 4?у’, 422’, то членами, 
содержащими эти дифференциалы, будут следую- 
щие: 

2х’ 2 

== Эт ти у Ут т Зт-Е 2, Вт т 55. 


Но если координаты х’, У, 2 отнести к центру тя- 
жести, то мы будем иметь (п. 3) 


№тЕ=0, №т1=0, Ат = 0. 


Следовательно, после дифференцирования в смысле 
символа $, мы получим 


Ут 5Е =0, №тёи = 0, №т 55 =0, 


результате чего рассматриваемые члены исчезают. 
Таким ооравом оо формула сводится к 


Эт (Ч 56 а 2 би +5; 91 5 1 Х-У и -- 7 5) = 0: 


22 к. Лагранж т. Т 
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последнее выражение совершенно аналогично первой 
формуле, —с тем лишь отличием, что координаты 
х, у, 2, имеющие неподвижное начало в пространстве 
заменяются &, э, С, начало которых находится в цент- 
ре тяжести. 

Отсюда *) можно сделать заключение, что вообще 
в свободной системе мы имеем по отношению к центру 
тяжести те же уравнения и те же свойства, что и по от- 
ношению к некоторой неподвижной точке вне системы. 


$ П. Свойства площадей. 


7. Рассмотрим теперь движение системы вокруг 
какой-либо неподвижной точки и допустим, что она 
может совершенно свободно вращаться вокруг этой 
точки в любом направлении. Если отвлечься от 
взаимных движений тел системы одних по отношению 
к другим, то в соответствии с тем, что было 
установлено в «Статике» (отд. Ш, п. 8), вращение вокруг 
каждой из трех осей т, у, 2 даст следующие выраже- 
ния вариаций для 645, ду, 092: 


0% = 26% —У6ф, 6у= 180—206], 82 =у0 —1до, 


где 0х, до, 5{ представляют собою элементарные 
вращения вокруг трех осей 2, у, хи могут оставаться 
произвольными. 


Эти выражения являются общими для вариаций 
координат всех тел системы; их следует лишь под- 
ставить в формулу пункта 5 предыдущего отдела, 
предварительно сведя все вариации к 6х, 8, 682, и 


*) Это заключение носит слишком абсолюлный характер. 
Действительно, дифференциальное уравнение, связывающее 
&, т, &, имеет совершенио тот же вид, что и уравнение между 
х, у, &, носилы Х, У, Дне выражаются одинаково по отношению 
к указанным двум системам переменных. Так, например, если 
мы представим себе две точки, взаимно притягивающие друг 
друга силой, обратно пропорциональной квадрату расстоя- 
ния, то по отношению к подвижным осям, проходящим через 
центр тяжести, эти точки будут описывать эллипсы; по отно- 
шению же к неподвижным осям их траектории будут гораздо 
более сложными. (Прим. Бертрана.) 
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затем отдельно приравнять нулю все величины, В 
состав которых входят три неопределенных величины 
бо, 5%, 94. 

Тогда, как и в названном выше пункте «Статики», 


мы прежде всего найдем, что вариация др станет 
равной нулю и что таким образом члены, происходя- 


щие от внутренних сил Р системы, не содержащие 
вариаций дф, д®, 6, ничего не прибавят к рассма- 
триваемому уравнению. Кроме того, как мы видели 
в том же пункте, мы найдем, что когда сила Р 
направлена к началу координат, вариация бр равна 
нулю, и таким образом указанная сила совершенно 
не входит в эти уравнения. 

Следовательно, если просто сделать указанные 
подстановки для 6х, ду, 82, заменив, как и раньше 
(п. 2), силы Р, 0, В,... силами Х, У, 1, то мы 
получим для вариаций 6ф, 8%, 5{ф следующее урав- 
нение: 


а? 72 
| (2 —Узя + Уз — Ху) 59 Ч. ] 
Эт 1+ (2 т даа + Ха — 2) 6+ = 0; 
2? 
но - 29 1 2у—у:)84 
а так как вариации 6ф, 54, б® являются общими для 


всех тел системы, то они не войдут в выражение, 


стоящее под знаком №: таким образом мы получим 
три следующих уравнения по отношению к каждой 
из этих вариаций: 


т (2е уча +27 — УХ) =0, 
Зт (2 8 Ех — 27) = 0, 


Е В +2 —27) =0. 


22* 
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Эти уравнения имеют место одновременно, если си- 
стема может свободно вращаться вокруг каждой из 
трех осей, т. е. во всех тех случаях, когда систе- 
ма устроена таким образом, что она может сво- 
бодно вращаться в любом направлении вокруг 
неподважной точки, являющейся началом коор- 
динат. 

Следует отметить, что эти уравнения имеют всегда 
место независимо от взаимодействия между телами, 
в каком бы виде оно ни осуществлялось, хотя бы 
даже в виде взаимного столкновения тел системы, 
как мы это видели в пункте 3, и по тем же основа- 
ниям; сверх того они независимы от сил, направлен- 
ных к неподвижной точке, в которой находится на- 
чало координат. 

3. Для того чтобы составить себе более ясное 
представление об этих уравнениях, заметим: 

1) что величины 


т 4*у — ух, 342% —1422, у42: — 242 
являются дифференциалами следующих величин: 
хау—у4т, 24—14, у45— ау, 


выражающих удвоенное значение элементарных сек- 
торов, описываемых телом т в плоскостях ху, 225 и 
у2, т. е. в плоскостях, перпендикулярных к осям 
2, у их. В самом деле, если в выражении х4у— уах 
вместо хи У подставить их значения рс0зФ, рзшоф, 
то мы получим р?бф, представляющее удвоенное значе- 
ние площади, заключенной между радиусом-вектором 
р и следующим радиусом, составляющим с ним 
угол 4; 

2) что величины Х, У, 7 представляют собою 
силы, действующие на каждое тело т вдоль коорди- 
нат х, у, 2 по направлению к их началу и являю- 
щиеся результирующими всех сил Р, О, В,..., дей- 
ствующих на эти тела в любых направлениях, и что, 
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таким образом, величины 
ух —#У, 7—2Х, 2У — 


представляют собою моменты сил, стремящихся вра- 
щать тела вокруг каждой из трех осей координат 
‚2, у, 1, — если слово «момент» принять в его обычном 
смысле произведения силы на перпендикуляр, опу- 
щенный на его направление. 

9. Если на систему не действуют никакие внеш- 
ние силы или же если она находится только под 
действием сил, направленных к точке, принятой нами 
в качестве начала координат, то приведенные выше 
три уравнения принимают следующий вид: 


АР АР 
Вт (298 ) —0 
т 1? т 1? ) 


если их проинтегрировать по переменной Ё и ввести 
три произвольных постоянных -, В, С, то мы по- 
лучим 


ат 

Зт С У =С, 
43 

т (2-е) =В, 
43 ау 

Зт (уе =А. 


Последние три уравнения, очевидно, содержат в 
себе принцип площадей, о котором мы упомянули в 
первом отделе. 
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10. Кстати, следует отметить, что эти уравнения 
принадлежат к тому роду уравнений, которые были 
указаны в пункте 10 предыдущего отдела, так что 
путем изменения осей координат можно ввести три 
новые произвольные постоянные. 

Пусть 5’, У, 2’— новые координаты, тогда мы 
будем также иметь 


[ДА Го } 

‚ ах’ ‚ 45” , 

№ (2 рт РТ — 2 , 
‹ ‚ 43’ ‚ау 1, 
Ут (у 2 и = А’, 


где величины А’, Б’, С’ будут тоже произвольными 
постоянными, но отличными от А, В, С. 


Подставим теперь в выражение х4у — у4х значе- 


7 


ния д, у выраженные через 5’, у’, 5, приведенные в 
упомянутом пункте того же отдела; тогда мы будем 
иметь 


х4у — у4х = (хВ’ — Во’) (хау —уат) + 
+ (ух — о’) ("4х' — 2ах) + (Ву’ — 18’) (у4"'— ау). 
Точно так же мы получим | 
3 4х — паз =-- (Ва” — ор") (тау — уах) + 
++ од" — 157) (4 — 42’) + (48" — Ву) (уаг — 74), 
уаз — з ау = (х8" — Ва”) (гау —уах)-—- 

+ (Ух — «у”) (зах — таз) + 

+ (ив — Ву’) (У 45 — &4У). 

Если все члены этих уравнений снабдить знаком 


№, предварительно умножив их на т и разделив на 
{, и затем вместо интегралов, обозначенных зна- 


ком №, подставить соответствующие им значения 
А, БВ, С, А’, ВБ’, С’, то мы получим 

С = («В — Ва’) С’ (ух — чу’) В. - (Ву — В’) А", 

В = (Ви" — ав") С’ - (ху — та”) В’ (18" — Ву"), 

.1 — (о В” __ ‘о,’ (.” -- (у — в”) В’ -- (В — Ву”) А’. 
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Эти формулы можно свести к более простому выра- 
жению, если принять во внимание существование 
тождества 


(ав’ — Во’) + (Ва — ив") - (а'8” — В’) = 
= (2 ах’? - в") (82 -- В - В"2) — («В { «В’- «В”)?; 

на основании условных уравнений (Статика, отд. 1, п. 
10) последняя величина сводится к единице. Сверх 
того мы имеем следующие тождества: 

а (в 6” —__ и”) -|- х (Ва __ и”) -- и” (В’ —___ Ва) — 0, 

В («' В” —__ и”) -- В’ (Во” —___ «В”) -- В" (х8’ __ Во’) — 0. 
Следовательно, если эти тождества. сравнить с тремя 
условными уравнениями 


' `_ „М9 1,1 Н.И __ ‚1 Н.П 
УЕ" = 1, ао" На" =0, Ву" НВ" =0, 
то легко притти к заключению, что 

Он и Ш [ по. , ГА, 

В” — Вх" =, Во — В —У, %б — Ва =. 
Величины 1, \', у” могли бы иметь и знак —, но 
так как при совпадении осей х', у', 2'с осями 1, у, 2 

мы должны иметь (Статика, отд. ЛП, п. 11) 
х« — 1, В == 0, у == 
! ! 1 

о’ =0, В =1 т =0, 
и" — 0, 6” — 0, у” — 1 
то это условие может иметь место только в том 
случае, если мы примем т", а следовательно, и 


у’и у положительными. 
Тем же путем мы найдем 


у" — о" = В, а” — та" = В’, у — а" =, 
у'6” _—_ В'-у" =, у” —__ лу" — и’, В" __ у3' — о": 
так что мы будем иметь 
А =с«А' -- ВВ" С", 
В — и’ А! ны В'В' -|- у’С', 
С = "А! + в" ’ + у"С". 
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откуда с помощью условных уравнений пункта 10 
(Статика, отд. ПГ) получается 


А! = Ах + Ви" + Са", 
В" = АВ - ВВ" + СР", 
С’ = Ау - Ву" - Су", 
А? + В - С? = А’ В” 4 С". 


Из последнего уравнения следует, что вообще 


| Зи (ти у + 


4 ОЙ 
45’ ау’ 2 
Г. —__ 1 
-- Ь ту 2 


откуда можно сделать вывод, что функция 
[Зи (9) + 
+ [и -ян)] + 
+ [Ви (уж 2] 


имеет всегда значение, независимое от плоскости 
проекции и от положения в пространстве осей коор- 
динат 2, у, 2, — при условии, если эти координаты 
взаимно перпендикулярны. 
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11. Найденные выше выражения для А, РВ, С 
через А’, В’, С' аналогичны выражениям для ф, у, 2 
через 5’, у’, 2’ ‚ приведенным в пункте 9 предыдущего 
отдела. Следовательно, если положить 


/ / 7 / 7 7 

= 4, и =’, 2 =’, 
то мы будем иметь 

А=х, В=у С=$; 


‚и обратно, х= А, у=В, з==С даст А’=х’, В'= у’, 
С’ = 2’. Это значит, что А, В, Си А,, ВБ’, С’ пред- 
ставляют собою две системы координат, соответст- 
вующие одной и той же точке,’ причем первая 
из них отнесена к осям х, у, $, а вторая к осям 
д, у, 5 

Отсюда тотчас же становится ясно, что можно 
сделать 


А'=0, . В’ =0, 


если ось С’ или 2 провести через точку, которой 
соответствуют координаты А, В, С, и что тогда 
координата будет иметь наибольшее свое значение, 


равное У А? -- В?-- С2. В этом случае 
А —= С”, В=у’С’, С =у”С', 


и легко доказать, что коэффициенты 1, \', У" пред- 
ставят с0бою не что иное, как косинусы углов. 
образуемых линией С' с осями А, В, С. 

Таким образом решение уравнений 


4 4 
т (2' 9 4’ 48 
ф а / 
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даст решение следующих уравнений: 


где ту, у’, \"”— три постоянные величины, связанные 
между собою соотношением 


ууу =1, 


так что две из них являются произвольными. 

Плоскость, перпендикулярная к оси С", когда С' 
является максимумом, представляет собою именно 
ту плоскость, которую Лаплас называет неизменной 
плоскостью; он же первый доказал ее существование 
и положение. 

Положение этой плоскости легко определить с 
помощью уравнений 


А —=С", В =\'С', С=у"С’; 

в самом деле, так как величины ‘у, \’, У” представ- 
ляют собою косинусы углов, которые ось С”, или 2’, 
перпендикулярная к неизменной плоскости, образует 
с осями 2, у, 2 системы, то, назвав эти углы [, т, п, 
мы в силу С' = 42+ 22 - С? будем иметь 


А В 


$08 = а, 608 т = ——, 
У А? - В? + С? У 2? -{ В + С? 


@ 


0$ ИП = ———_—_—_—_. 
У Же В? + 6? 


12. Если система свободна, т. е. если в системе 
не имеется никакой точки, которая должна оставаться 
неподвижной, то можно начало координат 1, у, 2, кото- 
рое согласно допущению должно быть неподвижным, 
избрать в каком угодно месте; следовательно, те 
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свойства площадей и моментов, которые были нами 
выше доказаны, будут иметь место по отношению 
к любой неподвижной точке, произвольно взятой в 
пространстве. 

Но согласно тому, что было нами доказано в 
пункте 6, эти же свойства остаются в силе и по 
отношению к центру тяжести всей системы незави- 
симо от того, будет ли этот центр неподвижен или 
нет. В самом деле, если в трех уравнениях пункта 7 
вместо т, У, 2 подставить величины х’-Н&, У’ у, 
2'-- ©, приписывая, как в пункте 3, координаты 2", у', 2' 
центру тяжести системы, и если принять во вни- 
мание три уравнения этого последнего пункта, то мы 
получим следующие преобразованные уравнения: 


4? ; 
бт (55 —1—2 +—1)=0, 


т (9 ЕЕ НХ 7) =0. 


Ут (п С а +12 — 57) =0; 


как видим, эти уравнения подобны уравнениям 
пункта 7: все их различие заключается в том, что 
вместо координат т, у, 2, отнесенных к неподвижной 
точке, мы имеем координаты &, ", С, начало которых 
лежит в центре тяжести системы. 

Таким образом в том случае, когда ускоряющие 
силы равны нулю, мы имеем интегралы 


по поводу которых можно сделать замечания, ана- 
логичные тем, какие были нами сделаны относительно 
уравнений пункта 9. 
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13. В том случае, когда одно из тел системы 
удерживается в неподвижном состоянии каким-либо 
препятствием, мы, поместив начало координат в этом 
теле, будем иметь перед собою случай, указанный 
в п. 7. Если же мы допустим, что два тела системы 
неподвижны, то линию, проходящую через эти два 
тела, следует рассматривать как ось, вокруг которой 
система может свободно вращаться; приняв эту ось 
за ось координат 2, мы на основании того же пункта 
получим просто 


ох = —Убо ду=ддо, 


где дф — элементарное вращение вокруг указанной 
оси, которое должно оставаться неопределенным. 
Таким образом мы будем иметь только одно уравнение 
относительно упомянутой вариации 6ф, а именно: 


4? 4? 
т (2 тя —уза +7 -ух)=0; 


а так как момент хУ -— уХ внешних сил по отношению 
к оси вращения равен нулю, то путем интегрирования, 
как в пункте 9, мы получим. 


Ят (2 -уч )=С. 


Это уравнение выражает принцип площадей по отно- 
шению к плоскости ху, перпендикулярной к оси 
вращения, на которую должны проектироваться пло- 
щади, описываемые телами. 

Если бы мы допустили, что три тела системы 
остаются неподвижными, то положение каждого из 
остальных тел в пространстве определилось бы его 
расстояниями от указанных трех тел; в этом случае 
уже не существовало бы никаких вариаций, незави- 
симых от природы системы и от взаимного располо- 
жения тел, из которых можно было бы вывести общие 
уравнения для движения любой системы. 
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& Ш. Свойства, касающиеся вращений, 
вызванных импульсами. 


14. В том случае, когда система, способная сво- 
бодно вращаться во всех направлениях вокруг непо- 
движной точки, получает какие-либо импульсы, можно 
в уравнении пункта 11 предыдущего отдела тоже 
воспользоваться выражениями для 9х, ду, 52 пункта 7, 
предварительно сведя импульсивные силы Р, О,А,,... 
к силам Х, У, 0; приравняв затем нулю отдельные 
члены, которые умножаются на до, бо, 6ф, мы получим 
три уравнения: 


У [т (ху — 92) + 2У —уХ] =0, 
У [т (25 — 22) -&Х — 27|. = 0, 
У [т (уг — 27) - уй — У] =0 


для первого мгновения движения, вызванного импуль- 
сами Х, У, Й. 

В совершенно свободных системах можно непод- 
вижную точку брать где угодно в пространстве, и 
приведенные выше уравнения будут всегда оставаться 
в силе по отношению к этой точке. 

15. В подобных системах можно: тоже отнести вра- 
щения к трем осям, проходящим через центр тяжести; 
в самом деле, если, как в пункте 5, положить 


д = ба" 58, Зуи а, бам, 


то вариации 6х', 6у', 62' сначала дадут три уравнения 
для движения центра тяжести, найденные в том же 
пункте. 

Тогда останется еще уравнение 


У [(т2 + Х) 8Е - (ту + У) 8 + (тз + 2) 56] =0. 


Но если вращения 5, д®, бф отнести к осям 
координат &, %, Си учесть только эти вращения, то, 
как в пункте 7, мы будем иметь 


56 =С8о — 180, Э=Е8— 684, ЭС =и8ф — 8, 
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и три неопределенных вариации 8), б®, 6бф дадул 
следующие три уравнения: 


$ [т (у — 2) -- У —тХ] =0, 
У [т (2 — 2) -- СХ — Е] = 
У [т (12 — 5) + 12 — У] =0 


Но х=х' | &, у=у +1, 2=2' - С; следовательно, 
если подставить эти значения, вывести из под зна- 
ка № величины 2’, У', 2', относящиеся исключитель- 
но к центру тяжести, и принять во внимание, что 
в силу свойств центра тяжести мы имеем 


№тЕ = 0, тт =0, №тС-=0, 


то приведенные три уравнения примут следующий. 
вид: 


№ [т (Ет — 18) Е У —яХ] =0, 
У [т (22 —- 22) СХ —Е7] =0, 
У [т (96 — 1) + 12 -— СУ] =0; 
последние уравнения совершенно аналогичны уравне- 


ниям предыдущего пункта; в них координаты &, 1, 6 
имеют свое начало в центре тяжести, а скорости 


ЗЕ © тоже отнесены к этому центру. 

Таким образом в том случае, когда система сво- 
бодна, уравнения, относящиеся к какой-либо непо- 
движной точке, сохраняет силу и по отношению 
к центру тяжести этой системы. 

16. Уравнения, найденные нами выше для дей- 
ствия импульсов в первое мгновение, сохраняют 
свою силу и для последующих мгновений — при 
условии, что никаких ускоряющих сил не существу- 
ет,— если члены, зависящие от импульсов Х, У, 1, 
рассматривать как постоянные. В самом деле, так 


как 2, у, 2 представляют собою скорости, параллель- 
ные осям $, у, 2, то мы имеем 


4х =хаё 4у=у4 42=244, 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА ДВИЖЕНИЯ 351 


и уравнения пункта 9 переходят в следующие: 


№ т (ху — ух) = С, 
№ пе (35 — 12) = 2, 


Вт (уз — 2) = А, 


| 


которые, будучи сопоставлены с уравнениями пунк- 
та 14, дают 


С=®(уХ — 27), В=\(17—2Х), 
А = (27 — у7). 


Таким образом мы получаем значения А, В, С, 
выраженные в первоначальных импульсах, сообщен- 
ных каждому телу; легко видеть, что эти значения 
представляют собою не что иное, как суммы момен- 
тов этих импульсов по отношению к осям т, у и 5. 

Сказанное имеет силу и для уравнений, относя- 
щихся к центру тяжести; как в этом можно убе- 
диться, сравнив уравнения пункта 12 с уравнениями 
пункта 15. 

17. Если рассматривать только вращательные дви- 
жения по отношению к трем осям координат х, у, 2 


и обозначить через {, ®, ф скорости этих вращений, 
то вариации 8х, 8у, 52 будут пропорциональны ско- 
ростям х, У, &, а вариации 84, 5®, & будут одно- 
временно пропорциональны скоростям ф, ©, ©; в этом 
случае формулы пункта 7 дадут 


ею -уф, реа, Ву фо. 


Эти значения 1, У, 2 являются только частями, за- 
висящими от трех вращений; для того чтобы полу- 


чить полные значения истинных скоростей х, У, 3, 
следует еще прибавить те части их, которые зависят 
от изменения взаимного положения тел системы и 
которые не зависят от вращений. 
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Но если система неизменяема, что бывает в слу- 
чае всякого твердого тела любой формы, то эти части 


скоростей равны нулю и значения 2х, у, 5 сводятся 
просто к тем, которые мы дали выше. Следователь- 
но, эти значения можно подставить в приведенные 


выше уравнения, выведя из Под знака ь величины 


ф, ® ф и подставив элемент т вместо т (отд. П, 
п. 7), мы для твердого тела любой формы получим 
следующие уравнения: 


ФЪ (42-1 у?) рт — {№ 15 От — «Вуз От = С, 
№ (22 - =?) рт — $ №ху)т — о№уё От == В, 
ФЮ (12-1 22) рт — о\ху)т — $%12ШОт = А. 


С помощью этих уравнений можно определить на- 
чальные скорости вращения ф, ©, Ф, вызванные им- 
пульсами Х, У, й, приложенными к любым точкам 
тела, моменты которых по отношению к осям #, у, 
х равны А, В, С. 

Так как скорости вращения пропорциональны 
бесконечно малым углам, описанным одновременно 
соответствующими вращениями, то отсюда следует, 
как мы это уже доказали (Статика, отд. Ш, п. 11), 


что три скорости {ф, ®, ф складываются в единую ско- 
рость 09, величина которой составляет 


б=У фо +97; 


с этой скоростью тело фактически вращается вокруг 
мгновенной оси, образуя с осями х, у, 3 углы ^, ц, 
у, величины которых равны 


сл =\, сои == >, сову= т, 
0 0 0 


Таким образом приведенные выше три уравнения 
дают положение оси, вокруг которой тело вращается 
в первое мгновение, и скорость вращения вокруг 
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этой оси. Эту ось называют мгновенной осью вра- 
ценля. 

18. В следующие мгновения тело в силу своей 
инерции будет продолжать вращаться, и найденные 
выше три уравнения будут еще сохранять свою си- 
лу, если мы будем рассматривать в качестве посто- 
янных члены, содержащие в себе силы импульса 
-Х, У, &, как мы это видели в пункте 16; однако 
величины № (2? -+ у?) От, №хуОт, ... станут уже 
переменными в связи с изменением во время враще- 
ния координат 1, У, 25. 

Но из этих уравнений вытекает интересное след- 
ствие, заключающееся в том, что в любое мгновение 
тело имеет такое же вращательное движение, какое 
оно получило бы в это мгновение ` благодаря им- 
пульсу тех же самых сил, которые первоначально 
привели его в движение, если бы эти силы были 
приложены к нему таким образом, что они образо- 
вали бы те же моменты вокруг осей ф, у, д. 

Так как эти уравнения. представляют собою не 
что иное, как общие уравнения пункта 16 для лю- 
бой системы тел в применении к твердому телу 
любой формы, то отсюда следует, что если система, 
получившая первоначальные импульсы, затем под 
непрерывным взаимным действием тел превратится 
в неизменяемую или твердую систему, то те же 
уравнения все еще будут оставаться в силе. Следова- 
тельно, твердое тело будет в любое мгновение иметь 
то же самое вращательное движение, какое оно по- 
лучило бы под действием первоначальных импуль- 
сов, если бы последние были приложены к нему 
непосредственно и притом таким образом, что они 
образовали бы те же самые моменты. 

Следовательно, и жидкая масса, которая перво- 
начально была приведена в движение какими-либо 
силами, будучи затем предоставлена самой себе и 
превратившись, вследствие взаимного притяжения 
своих частей, в твердое тело, будет в любое мгнове- 
ние иметь те же самые вращательные движения, 


23 к. Лагранж, т. Т 


© 
сл 
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какие ей сообщили бы первоначальные силы, если 
бы они совершенно таким же образом воздейство- 
вали на твердое тело. 

19. Три уравнения пункта 17 дают значения мо- 
ментов А, В, С всех первоначальных сил, если из- 
вестны мгновенное положение тела и три его вра- 


щательные скорости Фф, ®, ф по отношению к не- 
подвижным осям х, у, 2, или результирующая 
скорость 0 вокруг мгновенной оси вместе с углами 
Л, ц, у, образуемыми этой осью с неподвижными 
осями т, у, 2; и обратно, если нам известны эти 
моменты, мы можем из них вывести значение ско- 
ростей вращения. 

Из этих уравнений также видно, что упомянутые 
моменты равны нулю, когда скорости равны нулю; 
но если мы допустим, что моменты равны нулю, то 
отсюда еще не следует, что скорости вращения 


должны быть нулями. В самом деле, если мы по- 
ложим 


А=0, В=0 С=0 


то получим три линейных уравнения между ф, ®, © 
и тогда следует доказать, что эти три уравнения не 


могут существовать совместно, если не допустить, . 
что 


ф=0, ®«=0, о=0. 


Исключив два из этих неизвестных, мы получим 
одно уравнение, которое для значения третьего не- 


известного Дает нуль или любое число, но при 
условии 


у (12 -- у?)От-№ (12-22) рт. № (у? 52) дт = 
=№ (22-Е у?)От. (ху рт)? - В (22 + :2)рт-(8 25 Эт)? + 
+ № (У? + 22) т. (В уз рт)? 
| 2% ху От.№ д: От.№ у От, 
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и тогда следует доказать, что это условие невоз 
можно выполнить, что, однако, представляется очень 
трудным *). Но дальше (п. 31) мы докажем, что 
в том случае, когда моменты равны нулю, всякое 
вращение исчезает. 

Отсюда мы можем прожде всего заключить, что 
система изолированных точек или — какая-либо 
жидкая масса ни в коем случае не может образовать 
твердого тела, имеющего вращательное движение, 
если только первоначальные импульсы не были по 
крайней мере такими, что благодаря им мог возник- 
нуть момент относительно оси, вокруг которой тело 
фактически вращается. 

20. С помощью преобразований, описанных в пунк- 
те 10, можно три уравнения пункта 17 заменить 
подобными же уравнениями, в которых величины ф, 
у, 2, А, В, С будут замещены аналогичными вели- 
чинами %', у, 2, А', В’, С"'. 

Обозначим через {', ®', Ф’ скорости вращения по 
отношению к новым осям. 5', У', 2'; тогда мы будем 
также иметь 


дл’ = д’ 4 = (2'%'— у'х') а, 
у’ ЧЕ = (ж'ф' —- 2!1") 4, 
2! = 2! ДЕ = (уф __ 2’) ЧЕ: 


С 
< 
|| 


с помощью этих подстановок три первых уравнения 
пункта 10, если вместо т поставить рт, переидут 
в следующие: 


Ф' № (2'2-- у?) рт —{' № х'а' рт — в’ № у'2' От = С", 
с" № (2'2 +- х'?) рт — ф'№ж'у' От — ©'№уз' бт — В', 
ИА (у? -+ ='2) рт —' ту Фт— Ва фт= А", 


*) В копце настоящего тома помещено доказательство ука- 
занной теоремы, далеко не представляющее тех трудностей, 
какие, повидимому, ему был склонен приписать Лагранж. 
Бино (В1пеё) уже лавно опубликовал это доказательство в 
ВиНейп 4е 1а 5061646 риПошай але. (Прим. Бертрана.) 


23* 
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в которых согласно тому же пункту мы будем иметь 


А’ = Ах + Во" -+ Со’, 
В' = 48+ В6' + СВ", 
С' — Ау -- Бу' -- Су". 


Эти уравнения обладают тем преимуществом, что 
положение осей вращения является здесь совертенно 
произвольным, так как оно зависит только от вели- 
чин ©, В, т, а',..., а так как это — линейные урав- 
нения, то ничто не мешает дать этим осям от од- 
ного мгновения до другого различное положение и 
избрать их таким образом, чтобы они заняли опре- 
деленное положение внутри тела и, следовательно, 
двигались бы вместе с последним в пространстве. 
Тогда величины 


№ (т? + у?)От, \ху'От,... 


станут постоянными, но зато величины А', В’, С’ 
будут переменными — в силу изменчивости величин 
х, В, у, “',... В дальнейшем мы укажем прямые 
способы, с помощью которых можно получить эти 
уравнения, которые оказываются очень полезными 
при разрешении проблемы вращения тел. 

21. Мы видели в пункте 16, что постоянные ве- 
личины А, 8, С выражают суммы моментов перво- 
начальных импульсов, сообщенных телам относитель- 
но осей т, у, 2. Но легко доказать, что величины 
«, и’, и’ представляют собою косинусы углов, обра- 
зуемых осью 5’с осями х, у, $, что величины 86, [’, 
6” представляют собою косинусы углов, образуемых 
осью У’ с теми же осями х, у, 3, и что величины 1, 
у’, У’ представляют собою косинусы углов, образуе- 
мых осью 2’ с теми же осями. Следовательно, соглас- 
но доказанному в «Статике» о сложении моментов 
(отд. ПТ, п. 16) три величины 4’, В’, С’ являются 
моментами тех же импульсов относительно осей х’, 


7 7 


у, 2, т. е. относительно осей вращения, неподвижно 
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закрепленных в теле и движущихся в пространстве. 
Таким образом по отношению к этим осям можно 
применить те же заключения, к каким. мы пришли 
в пункте 19. 


$ ТУ. Свойства неподвижных осей вращения 
свободного тела любой формы. 


22. Мы сохраним для особой главы полное реше- 
ние общей проблемы о вращении твердого тела любой 
формы; здесь мы исследуем лишь тот случай, когда 
мгновенная ось вращения остается неподвижной в 
пространстве или по крайней мере остается всегда 
параллельной самой себе в то время, как тело дви- 
жется поступательно, так как этот случай может 
быть легко разрешен с помощью формул предыду- 
щего параграфа и так как он дает возможность уста- 
новить изящные свойства тех осей, которые называют 
главными или естественными осями вращения. 

Вернемся к основным уравнениям пункта 17; по- 
ложим для краткости письма 


—=№220т, Р= № у От, 
т = №у?Эт, в=№18)т, 
п =№2?0т, й=№лурт 


и подставим вместо ф, «, ф соответствующие зна- 


чения 0созл, бсозц, 0созу, где 6 представляет собою 
скорость вращения вокруг мгновенной оси, образую- 
щей с осями т, у, 2 углы ^, и, ». Эти уравнения 


после деления на 9 перейдут тогда в следующие: 


(т -- п) с0з% — # с0зи — 8008 =^, 
(1 - п) созц — А созХ — {созу == =; 


) 


(( т) созу — 2 созХ — [созв = 


< ыы 
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23. Шесть величин /, т, п, [,; ©, Ё являются пе- 
ременными; продифференцировав их, подставив вместо 


4х, Чу, 4з выражения 24, у, 24Ё и затем вместо 
х, у, 2 их значения (см. упомяпутый пупкт), мы по- 
лучим 

41 = 2 (4 с0$ и — й с03У) 0 41, 

т = 2 (й созу — {с0з^) 0 а, 

п = 2([с03Х — #03 и) 6 а, 

ар = [(т — п) со \-+ в созу —Й с0$ и] 0 Е, 

аз = [(п — Г) созы-+ Й со — | с03 у] 6 ЧЕ, 

ай = [(1 — т) созу-- со и — и с0оз^] 0 41. 


Эти шесть уравнений совместно с тремя уравне- 
ниями, приведенными в предыдущем пункте, содер- 
жат общее решение; однако мы здесь рассмотрим 
только тот случай, когда углы ХЛ, в, у остаются 
неизменными, и тогда вопрос сведется к тому, чтобы 
выяснить, при каких условиях указанные величины 
могут быть постоянными. 

24. Для этой цели следует лить три первых урав- 
нения продифференцировать на основе указанного до- 
пущения и затем подставить значения дифференциалов 


{, 4т,...: тогда после деления на 90 4Ёмы получим 
следующие три уравнения: 


Г (соз* у — 03? и) — 2 с03 7 с03 д -- Й с03 7 созу — 


- (т — п) с0з ц созу = — Ру 
034 
Е соз Х со -- & (6032, — с03? у) — № соз и созу -- 
В 46 
+" —0) <037 6055 = — др, 
— 10087 с0зу -- 8 с08  созу -[ Й (032 и, — соз? ^) 
С 46 


+ (1 — *) воз сози = — = 
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Если эти три уравнения сложить, помножив пред- 
варительно первое из них на созл, второе на со и 
третье на созу, то мы получим уравнение 


1 с0$ ^ - В с0$ в + Ссо$ у 4 | 
63 а 


которое дает 


40 =0, или Асозл -+ Л сов и НС созу = 0. 
Ниже (п. 38) мы увидим, что величина 
Аф + Во -{ СФ, 
представляющая собою то же, что 


(4 соз ^ + В сози -- С созу) 0, 


выражает живую силу тела, которая никогда не мо- 
жет быть равной нулю, если тело находится в дви- 
жении. 

Таким образом следует вообще допустить, что 


40 =0 и, следовательно, что скорость вращения 9 
является постоянной величиной. При этих условиях 
приведенные выше три уравнения сводятся к двум, 
дающим отношения соз7), с0зц, с05у; а так как мы 
имеем 


с03? \ -- с052 р, Е с052 у =1, 


то указанных отношений достаточно для определения 
трех косинусов. 
25. Положим 
АХ 
05 А’ со ’ 


тогда приведенные выше три уравнения, если при- 
нять во внимание, что 46 =0, преобразуются к сле- 
дующему виду: 

Е (и? — $2) — 5 -- йи + (т — п) зи = 0, 

э (1 — и?) — йзи + 8+ (п— Ци =0, 

й (52 — 1) + в5и — р - (— т); =0. 
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Последнее из этих уравнений дает 


(еб (1— т). 


И —= 
{ — 85 


Если это значение подставить в первое уравнение или 
во второе, или, еще лучше, в сумму обоих этих урав- 
нений, предварительно помножив одно из них на в, 


а другое на [,—с целью исключения члена, содер- 
жащего и?,—то мы получим 


[Е (т— п) + (88 — ®)] $ + 
[6 (2 — т) (т —п) + № (®— 21-4 т) ++ 
— 212) 52 + [1 — т) (т — п) ай п— т - 
ее Рав Еф) =0. 


Это уравнение, будучи третьей степени, необхо- 
димо имеет один вещественный корень; таким обра- 
зом мы обязательно будем иметь одно значение $ и 
соответствующее ему значение и, с помощью которых 
можно будет определить положение постоянной оси 
равномерного вращения. Но так как это определение 
зависит от величин [, т, п, |, в, й, изменяющихся 
со временем &, то следует еще доказать, что изменчи- 
вость указанных величин совершенно не влияет на 
значение двух величин $ и и. 

26. Для этой цели обозначим через Р, О, А левые 
части трех уравнений пункта 22; тогда левые части 

АР 40 ав 
уравнения пункта 24 примут вид —, -®, >, 

94 баг 04 
причем вместо 41, 4т,... поставлены их значения. 
Но легко видеть, что после проведения указанных 
подстановок мы получим 


4Р = (В с0зи — О с0зу) 6 4%, 


40 = (Рсозу — В созл) 6 41, 
ЧВ = (0 соз^ — Р соз п) 64. 
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Из этих уравнений, в которых А, ц,уи 09 — постоян- 


ные величины, легко видеть, что если значения 


аР 40 а 
Я: , Я , равны нулю, когда } равно нулю или же 


равно какой. нибудь заданной величине, то и значения 
4?Р 420 42В азЗР 49 438 
—=, 5, та, а также 8, 5 
Ч? [од Го РД [РД РД 
до бесконечности, тоже равны нулю для того же зна- 
чения &. 

Но на основании теоремы Тейлора мы знаем, что 


. аР 
когда #& переходит в Ё+ Г, то значение функции НЕ 


и так далее 


одновременно переходит в 


4?Р 1 43Р ке 
[2 
‘ат +5 а Т 2.3 +... 


АР , 
Следовательно, если — = 0, когда { = 0, то мы всегда 


[д 
Р 
имеем 2. = 0, каково бы ни было значение Г. То же 
40 _ ав 
самое относится и к значениям 7 из... 


Отсюда следует, что если уравнения пункта 25, 


являющиеся только преобразованными уравнениями 
4 0 46 () 0, имеют сил -либ 
2 = 0, 1 у в какое-либо 
мгновение, то ни сохраняют силу и для любого вре- 
мени #,— если только допустить, что $ и и — постоян- 
ные величины. Следовательно, значения указанных 
величин будут независимы от изменчивости величин 
[, тп, , &, №. Таким образом достаточно будет 
определить значения этих последних величин для лю- 
бого положения тела по отношению к неподвижным 
осям 2, У, 5, чтобы получить значения величин $ ии, 
определяющих положение оси вращения, которая 
должна оставаться неподвижной в пространстве, или, 
во всяком случае, всегда параллельной самой себе, 
когда тело находится в поступательном движении. 

А так как эта ось в силу своей природы в тече- 
ние некоторого мгновения неподвижна внутри тела, 
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поскольку последнее согласно допущению должно вра- 
щаться около этой оси, то отсюда следует, что она 
должна всегда оставаться неподвижной; ведь ясно, 
что если бы в следующее мгновение она изменила 
свое положение в теле, то она необходимо изменила 
бы и свое положение в пространстве, что, однако, 
противоречит принятому допущению. 

27. После того как определено положение этой 
оси в пространстве, ничто не мешает нам допустить, 
что она совпадает с осью х, положение которой про- 
ИЗВОЛЬНО. 

Можно, таким образом, допустить, что Х равняется 
нулю, и, следовательно, что соз) =1, что даст нам 


8=0, и =0. 
Отеюда с помощью уравнений пункта 25 мы находим 
о =0, й=0. 


Таким образом рассматриваемая ось обладает тем 
свойством, что если ее принять за ось х, то зна- 
4 
чения обоих интегралов № ху)т, №12Шт (п. 22) ста- 
новятся равными нулю. 
Допустим теперь, что в наших формулах 


2=0 й=0, 
и обозначим через р, Г’, п’, п’ значения, которые при 


этом получают величины [, [, т, п. Это допущение 
прежде всего дает 


$=0;: и = 0, 


т. е. приведенный выше случай. Далее, для $ ин 
оно дает бесконечные значения, а следовательно, 


созХ = 0, Л = 90°; 


это значение соответствует остальным двум корням 
уравнения третьей степени относительно $ и, следова- 
тельно, соответствует положению двух других осей. 


га 
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Но первое из уравнений относительно $ ии (п. 25), 
если в ий равпы нулю, переходят в 


Е (и? — $2) + (т — п’) 5й =0, 


а если вместо $ и и подставить их значения, то мы 
получим 
Ё (соз? у -- с03? №) -- (т’— п’) созш созу = 0: 
если в выражении 
с052  -- с052 д -- с052у = 1 
мы положим соз) =0, то мы будем иметь 
созу = И 1 — с052 ц = зы, 
и приведенное выше уравнение сведется к следую- 
щему: 
2} 
пе 2 = 
апр т’— п’? 
дающему для угла и два значения, из которых одно 
больше другого на 90°. 

Итак, если за ось х мы взяли первую ось вра- 
щения, то две другие оси равномерного вращения 
будут лежать в плоскости у и образуют с осью у 
углы и и и-- 90°. Таким образом три оси вращения 
будут, наподобие осям координат, между собою 
взаимно перпендикулярны. Следовательно, эти послед- 
ние две оси можно будет тоже принять в качестве 
осей уи 2; тогда мы будем иметь и =0 и стало быть 
! =0; поэтому и значение интеграла №узСт тоже 
будет равно нулю. 

28. Итак, для каждого твердого тела, какова бы ни 
была его форма и структура, существуют по отноше- 
нию к любой точке этого тела три взаимно перпенди- 
кулярные оси, пересекающиеся в этой точке, вокруг 
которых тело может вращаться свободно и равномерно; 
эти три оси определяются с помощью следующих 
условий: 


Зху т = 0, №8 От =0, Муз От = 0, 
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при этом предполагается, что указанные оси приняты 
в качестве осей координат 4, у, 25. 

Если эти оси проходят через центр тяжести тела, 
то согласно Эйлеру, которому мы обязаны их откры- 
тием, их называют главными осями; их называют также 
естественными осями вращения или вообще главными 
осями, независимо от того, проходят ли они через 
центр тяжести или нет. 

29. Если положить 


р=0, в=0, А =0, 


что имеет место по отношению к трем главным осям, 
то с помощью уравнений пункта 23 мы получим также 


[и ат ап 

-- = 0, —— = 0, —_ =0,. 

ЧЕ [дя От 

откуда ясно, что в данном случае величины /, т, п 

имеют наибольшие или наименьшие значения. Для 

ТОГО чтобы получить ВОЗМОЖНОСТЬ рецтить, имеем ли 

мы здесь дело с максимумами ИЛИ минимумами, 
47 ат  4?п 

следует ЛИШЬ определить значения де, Я. , 2} всилу 


постоянства 9 мы найдем 


= 2 (в — 2) соз? и — (— т) с03? у] 02, 


т 2 [(1 2 27] 62 
= = 2 [([ — т) с08? у — (т — п) со8? ^] 6, 
с = 2 [(1 --- п) с03* Х — (п — 1) со? в] 0. 


ц 4 
Следовательно, если [> т, т›>п, то значение 1; 
2 


42, 
всегда будет отрицательным, значение = Всегда бу- 


4? т 
дет положительным, а значение а может быть по- 
ложительным или отрицательным; таким образом { 


всегда будет максимумом, п — минимумом, а т не 


/ 
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будет, ни тем, ни другим. Кроме того, мы видим, что 
421 
и ав будет всегда иметь отрицательное значение, 


4 т т + будет всегда иметь положительное значе- 
ние; таким образом величина [-- т будет всегда 
максимумом, а т -|- п — минимумом. 

Величины [- т, [| п, тп, выражающие суммы 
произведений каждой частицы тела на квадрат ее 
расстояния от трех осей х, у, 2, называются, по Эй- 
леру, моментами инерции тела по отношению к этим 
осям; они являются для вращательного движения 
тем же, чем для поступательного движения являются 
простые массы, так как именно на эти моменты 
следует делить моменты сил импульса, чтобы полу- 
чить скорости вращения вокруг тех же осей. 

Путем рассмотрения наибольших ‘и наименьших 
моментов инерции Эйлер и нашел главные оси; в 
настоящее время их обычно определяют с помощью 
трех условий 


Уту Рт = 0, №25 )т = 0, М2 Эт = 0. 


30. Так как на основании анализа, изложенного 
в пункте 27, мы вполне уверены, что уравнение 
относительно $ (п. 25) имеет три вещественных корня, 
то их всегда можно легко найти, если упомянутое 
уравнение, освободившись от второго его члена, срав- 
нить с известным уравнением 


3 — 372% — 273 созо = 0, 


имеющим следующие три корня: 


® 


2т соз >, — 21 03 (60° + 3 #), — 2" с0з (60°. —- 


Таким образом мы получим три значения $, которые 
мы обозначим через $, 5’, $", и соответствующие зна- 
Ге и 


чения и, и, и. Если, далее, мы обозначим через 
! й 
Л) ^,^ углы, образуемые тремя главными осями с 
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осью х, через в, в’, и" углы, образуемые ими с осью у, 
и через у, у, у’ углы, образуемые ими с осью <, то 
на основании п. 24 и 25, мы получим 


1 


соз Л —- $) 
УТ $2 и? 
С03 [, —= НИИ 
и КЕ и?” 
и 
СОЗ У — 


Ули?’ 


аналогичные выражения мы получим танже, если 
снабдим буквы ), ц, у, $, и одним или двумя штри- 
хами. Таким образом определение трех главных осей 
может быть легко осуществлено с помощью этих 
формул для всякого твердого тела любой формы, 
однородного или неоднородного, если только нам 
известно значение величин |, ©, Й, [, т, п относитель- 
но неподвижных осей х, у, 2 для какого-нибудь 
заданного положения тела. | 

Если найденные значения с0$), с0з 4, со8у под- 
ставить в три уравнения пункта 22, то мы получим 
значения моментов А, В, С, необходимых для при- 
ведения во вращение с постоянной заданной скоростью 


0 тела вокруг неподвижной в пространстве оси, 
положение которой задано теми же углами Л, ц, уи 
которая одновременно будет одной из главных осей 
тела, если для $ и и взять один из трех корней урав- 
нения относительно $ [2]. 

31. Так как указанные оси всегда взаимно перпен- 
дикулярны, то в формулах пункта 20 их можно взять 

7 


в качестве осей т’, у, :’. В силу природы указанных 
осей мы, таким образом, будем иметь 


{ 
№7 у’От=0, № Шт =0, Ву Эт =0; 
а если положить 


Ц 
'=№7?ОРт, т’ = Жу?Рт, п’ = 852 От, 
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то три уравнения упомянутого выше пункта получат 
следующий простой вид: 


из этих уравнений мы тотчас же получаем скорости 


вращения ф’, ®’, $’вокруг трех главных осей. 
Здесь будет как раз уместно доказать предложе- 


ние, упомянутое нами в пункте 19. В самом деле, 
если положить 


А =0, В=0, С =0,, 

то мы будем также иметь (п. 20) 
А’=0, В’ =0, С’ = 

следовательно, приведенные выше уравнения дадут 
И =0, ®'=0, 9 =0; 


так как для тела трех измерений величины 2, т, п 
никогда не могут быть равны нулю. Отсюда мы дол- 
жны сделать вывод, что если первоначальные моменты 


равны нулю, то никакое вращательное движение 
невозможно. 


Если из трех моментов А’, В’, С’ какие-либо два, 
например Б’и С’, равны нулю, что бывает в том 
случае, когда импульс происходит в плоскости уз, 


то две скорости вращения ®, ф тоже равны нулю, и 


тело движется вокруг главной оси 5’со скоростью \". 
Но согласно формуле пункта 20 мы имеем 


А’? + В? С’ = АЗ В С°, 


в силу основных уравнений между величинами о, В, 
у, “,...; следовательно, если мы положим 


В'—0, С’—=0, 
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то мы будем иметь 

= Иж Ве С, 
таким образом А’ будет величиной постоянной; поэтому 
согласно первому уравнению скорость {’ тоже будет 
постоянной. 

32. Что касается значений Г, т, п’, то их легко 
вывести из значений /[, т, п, |, ©, Й, так как в силу 
условных уравнений (Статика отд. ПТ, п. 10) выра- 
жения для х, у, 2 через х’, у’, 5’ обратно дадут 


7 


Х’ = ох ку-о 5, 
у = В% + Ву + "2, 
2” =ух ууу”. 

Но если за оси хх’, у, 2 принять главные оси, 
то на основании пункта 21 легко видеть, что 
величины а, ®’, и’ будут тождественны с с0з^, созц, 
созу, что точно так же В, В’, В” будут тождественны 
с 603", сози’, созу ит, |’, "С 603, с0зц", созу". 

Если подставить приведенные выше значения этих 
косинусов (п. 20), то мы получим 

с’ — х | зу - из 
У щи ' 
и хз уфи’& 
7 Ут и, 
2’ — дзиу-и’ < 
| УСЫ 
Возведем эти выражения во вторую степень и про- 
интегрируем, предварительно помножив их на От; 
тогда мы получим 
и — 1 -- $2т - и?п -- 250 + Зив 25и] 
1 - $2 + и? 
, т ит 25 В и ви}. 
1 $72 и’? 
, — 1 НН 3” т Е итп -- 25" р | Зи" 5 + 25]. 
1 -- $72 {и”2 


п 
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Определение главных осей различных тел можно 
найти в большинстве курсов механики; у тел, имею- 
щих симметричную форму, осью фигуры всегда 
является одна из главных осей; две другие можно 
затем найти с помощью формулы пункта 27. 


$ \У. Свойетва, связанные е живой силой. 


33. Вообще говоря, как бы ни были расположены 
или связаны друг с другом различные тела, образую- 
щие систему, если только это расположение не зави- 
сит от времени, т. е. если условные уравнения между 
координатами различных тел совершенно не содер- 
жат переменной #, ясно, что в общей. формуле дина- 
мики всегда можно приравнять вариации 85, Фу, 02 
дифференциалам 4х, ду, 42, выражающим пути, факти- 
чески пройденные телом за мгновение 41, вто время 
как вариации 6х, бу, 62 должны выражать некоторые 
пути, которые могли бы быть пройдены телами за 
то же мгновение, если принять во внимание взаим- 
ное расположение этих тел. 

Подобное допущение является частным и может, 
следовательно, дать только одно уравнение, но так 
как оно не зависит от формы системы, то оно обла- 
дает тем преимуществом, что дает общее уравнение 
для движения любой системы. 

Следовательно, если в общую формулу пункта 5 
(предьд. отд.) вместо вариаций 8%, 8у, 52 подставить 
дифференциалы Ах, ау, 42, а стало быть и вместо 
вариаций $р, 94, 9, ... ‚, зависящих от 6х, бу, 92, ... , 
подставить дифференциалы 4р, 44, ат,..., то мы по- 
лучим следующее общее уравнение, имеющее силу 
для любой системы тел: 


3т (ая 42+ ав 


-— 42+ Рар-- 
- Оаа+ Ваг-+...) =9. 
34. В том случае, когда величина 


Рар- 0аа+Ва+. 


24 ж. Лагранж, т. 1 
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интегрируема, что имеет место, когда силы Р, 0, 
А,... направлены к неподвижным центрам или к 
телам той ке системы, и являются функциями рас- 
стояний р, 4,!,..., мы можем, положивши 


Рар-+ О 44+ Ва4а"-+... =ацЦ, 


привести указанное выше уравнение к следующему 
виду: 


421 
т (- ах -- -па @9 у- а = 42 +ап)=0; 


последнее уравнение после интегрирования дает 
1 1 
$ | -- аа Че + =) + И] = Н, 


где Н обозначает произвольную постоянную, равную 
значению левой части уравнения в заданное мгно- 
вение, 

Последнее уравнение солержит принцип, изве- 
стный под названием принципа сохранения живых 
сил. В самом деле, так как 42? -+- 4у? -+ 42? `представ- 


ляет собою квадрат пути, проходимого телом в течс- 
ние мгновения (1, то 


ат? 
ЧР - 9" ео = т 


будет квадратом его скорости, а 
4х? у? 423? 

т 5 4 9%. 29 —- 
Тур ГУД АР 

его живой силой. отли 


4 4х? 
№т 
(= +3 ая + 1 
представит сумму живых сил всех тел, или живую 


силу всеи системы, из рассматриваемого уравнения 
видно, Что эта живая сила равна величине 


2Н —2% Пт, 
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зависящей просто от ускоряющих сил, действующих 
на тела, и нисколько не зависящей от их взаимных 
связей; таким образом живая сила системы в любое 
мгновение равна той живой силе, которой обладали 
бы тела, если бы, находясь под действием тех же 
сил, каждое из них двигалось свободно по описанной 
`им линии. Поэтому указанное свойство движения и 
получило название сохранения живых сил. 

35. Приведенный принцип имеет место и в том 
случае, если движение тел отнести к их центру тя- 
жести; в самом деле, если, как раньше (п. 3), обо- 


значить через х', у', 5’ три координаты центра тяжести 
и Положить 


х=я Е у=у ча, = С, 


то координаты &, *, С будут иметь свое начало в 
центре тяжести. Тогда мы получим 


у8т "(т +" Нат) = 
с а 
У ЗЕ я 5" 


МЕ р 
Ми г би т. 


В силу природы центра тяжести мы имеем (см. упо- 
мянугыи пункт) 


1 АЕ _ 1 Ч _ 4 __ 
№ т 2. = , Эт-и = , $ т--= = . 


Следовательно, если мы приведенное уравнение про- 


дифференцируем и вычтем из уравнения, указанного 
в пункте 33, то мы получим 


и 2. 
т ах" + < е - ау += ри) ит 
И д 


РО 0 


24* 


372 ДИНАМИКА 


Вместо 


Рар-+ 090 44-Ва"-+... 
подставим эквивалентную величину 
Х ах - Уду+ & 42 


и вместо 4х, 4у, 42 подставим значения 45’ - а, 
ау' -- аз, 43' | 46; тогда, в силу дифференциальных 
уравнений пункта 3, последнее уравнение примет 
следующий вид: 


$ т (т Чат т п - 2 24) + 
+ №т (ХЕ Уал- #4) =0 


аналогичный уравнению пункта 33; однако здесь 
величина 


Хау 2 ас 


будет интегрируемой только в том случае, если силы 
будут действовать по направлению к самим телам 
системы и будут пропорциональны функциям рас- 
стояний. В этом случае мы пе иметь 


18 ЩЕ 4 | =) — Н. 


арг тт ГД 


уравнение, содержащее сохранение живых сил отно- 
сительно центра тяжести [26]. 

36. Впрочем, условия для принципа живых сил 
не аналогичны условиям для принципов центра тя- 
жести и площадей; последние имеют место незави- 
симо от тех действий, которые тела системы могут 
проявить друг по отношению к другу, даже в том 
случае, когда тела соударяются, — так как все внут- 
ренние силы исчезают из уравнений, выражающих 
оба эти принципа. 

Уравнение сохранения живых сил содержит все 
члены, происходящие как от внешних, таки от внут- 
ренних сил: оно не зависит только от действия 
тел, вызванного их взаимной связью. Этот принцип 
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имеет место и при движении неупругих жидкостей, если 
последние образуют сплошную массу и между их час- 
тями не происходит никаких столкновений. В том слу- 
чае, когда величина экивых сил после столкновения уп- 
ругих тел имеет то же значение, что и до столкновения, 
считают, что и тела после столкновения вернулись в то 
состояние, в каком они были до удара; таким образом 


члены р р выражения П, которые зависят от сил 


Р, происходящих от упругости тела, и значение кото- 
рых бывает максимальным, когда сжатие достигает 
наивысшей степени, -- затем во время возвращения 
к первоначальному состоянию равномерно убывают 
и к концу столкновения становятся равными нулю. 
Только при этом допущении сохранение живых сил 
может иметь место и при столкновении упругих тел. 

Во всех прочих случаях, когда происходят вне- 
запные изменения в скоростях некоторых тел системы, 
общая сумма живой силы уменьшается на величину 
тех живых сил, которые могли вызвать эти измене- 
ния; указанная величина может быть всегда изме- 
’рена суммой масс, умноженных на квадраты скоро- 
стей, которые были этими массами потеряны или 
могли считаться потерянными при внезапных изме- 
‚ нениях реальных скоростей тел. Такова теорема, 
найденная Карно (Сагпоф) для удара твердых тел. 

37. В уравнении пункта 11 предыдущего отдела 
можно тоже допустить, что вариации 8х, 6у, 62 про- 
порциональны скоростям х, у, 2, полученным телом 


благодаря импульсу. В таком случае мы будем иметь 
уравнение 


№ [т (22 -- у? - 22) -- Хз -+- Уу + 22] =0, 
в котором часть № т (22 -- у? -| 2?) выражает окивую 
силу всей системы. 
Если это уравнение соединить с тремя уравне- 
ниями пункта 14, то мы получим свойство максиму- 


мов и минимумов по отношению к линии, вокруг 
которой система вращается в первое мгновение, когда 
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она получила какой-либо импульс; эту линию можно 
также назвать мгновенной осью вращения. 
Если мы обозначим через х, В, у те части скоро- 


стей х, у, 2, которые зависят от изменения взаимного 
расположения тел системы *) и если мы их прибавим 


*) Указанные величины ох, В и у не являются достаточно 
определенными. Действительно, каково бы ни было смещение 
системы, изменяющейся по своему виду, его всегда можно 
рассматривать как результирующее некоторого произвольного 
движения, сообщенного отвердевшей системе, и затем второго 
движения, вызывающего изменение взаимного расположения 
рассматриваемых точек. Неопределенность величин &, Ви \ 
делает настоящий пункт 37 крайне неясным. Я должен со0- 
знаться, что не был в состоянии понять ход мыслей Лаграи- 
жа и не мог вложить какой-либо точный смысл в леорему, 
которой закапчивается этот параграф. Поэтому приведенные 
ниже примечания относятся только келучаю твердой системы. 
(Прим. Бертрана.) 

Вполне присосдиняясь к приведенным выше замечаниям, 
мы предлагаем следующее толкование вывода, полученного 


Лагранжем: если в формулах, дающих значения х, у, 3, мы 
будем рассматривать о, 8, у как заданные функции ф, у, 5, 


а ®, ф, {— как произвольные переменные, то это приведет 
к рассмотрению всех движений системы, при которых дефор- 
мация к концу бесконечно малого промежутка времени оста- 
нется одной и той же; ибо если, например, определить произ- 
водную расстояния двух точек системы по времени, то можно 
легко установить, что эта производная совершенно не зависит 


от произвольных величин ®, ф, ф и, следовательно, сохра- 
няет одну и ту же величину, когда эти произвольные вели- 
чины припимают любые возможные значения. Стало быть, 
теорема Лагранжа может быть выражена следующим образом. 

Если движение, получаемое системой под действием задан- 
ных импульсов, сравпить со всеми движениями, при которых 
деформация к концу бесконечно малого промежутка времени 
оставалась бы неизменной, то живая сила, приобретениая 
системой при естественном Одвимсении, будет всегда мавсиму- 
мом или минимумом. 

Сверх того, из доказательства, данного Бертраном в даль- 
нейшем примечании, следует, что эта эживал сила всегда будет 
максимумом. 

Предложение Лагранжа содержится, впрочем, как частный 
случай в весьма общей теореме, которой мы обязавы Штурму 
(51 иг); изложение этой теоремы можно найти в етатье, помс- 
щенпой в Сошр(оз тепаиз 4с ’Аса@6ило ез Зс1епсез, том ХШ, 
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к тем скоростям, которые получаются в результате 
вращений (п. 17), то мы получим полные значения 


х, у, 2, которые выразятся следующим образом: 


х = зо — уфа, у=аф— 3 В, 5 =ур— зо +. 
Предположим теперь, что мы продифференцировали 
эти значения, рассматривая при этом в качестве пере- 


менных только ф{, ©, ф, и что эти дифференциалы 0бо- 
значили с помощью символа 6*); тогда мы получим 


50 = 28% —удо Зуд — 250, 52 =у5р — до. 
Если три уравнения пункта 14 помножить соответ- 
ственно на до, 5%, 8) и сложить, а затем под- 


вести под знак интеграла № дифференциалы до, 


$«%, 54, являющиеся общими для всех тел, то путем 
подстановки приведенных выше значений мы полу- 
ЧИМ 


У [т (5х -- уу - 252) -- Ха РУЗи- 252] =0. 


Но найденное нами выше уравнение живой силы, 
будучи продифференцировано в смысле символа $8**), 
дает 


У [2т (15% - уёу-- 252) + Ха + Уи + 252] = 0. 


стр. 1045, а доказательство — в посмертном мемуаре Штурма. 
опубликованном Пруэ (РгоцНеё) (см. ЭЗбатт, Гесопз$ ае Меса- 
л1дще, $. П). (Прим Дарбу.) 

*) Указанные вариации, выраженные символом 6, отно- 
сятся к изменениям, испытываемым скоростями вследствие вве- 
дения новых связей, причем движущие силы остаются неиз- 
менными. Тан, например, в случае твердого тела вариации 6 
могут возникнуть вследствие введения в систему неподвижной 
оси. (Прим. Бертрана.) 

**) Если допустить, что вариации, обозначенные через 5, 
являются конечными, то путем дифференцирования уравнения 
кивых сил мы иолучим 


м! 71] (т и -|- уби- 585) - т [(5.=)? + (5) -- (5=)] + 
+ Хёх + Уё4-- 782} =0, 
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Таким образом путем сравнения последних двух 
уравнений мы получаем 


Ут (155 + убу 852) =0 
и, следовательно, 
5№т (22 -- 9? + 2?) =0; 


из последнего видно, что живая сила, приобретенная 
системой в результате импульса, является всегда 
максимумом или минимумом *) по отношению к 
вращениям вокруг трех осей; а так как эти три 
вращения складываются в единое вращение вокруг 
мгновений оси, то отсюда следует, что положение 
этой оси таково, что живая сила всей системы по 
отношению к этой же оси является наименьшей или 
наибольшей. 

Эйлер доказал указанное свойство мгновенной оси 
вращения для твердых тел любой формы; из приве- 
денного выше анализа видно, что оно является общим 
свойством для всякой системы тел, как связанных 
между собою, так и не связанных, -- когда эти тела 
получают какие-нибудь импульсы. 

38. Когда система представляет собою твердое 
тело, способное свободно вращаться вокруг точки и 
не находящееся под действием какой-либо ускоряю- 


а если продолжить это рассуждение, приняв во внимание 
новые члены, введенные благодаря указанному донущению, 
то мы найдем 


58 т (2-2) = — Вт [82 + (8) -[ (82)*]. 


Отсюда видно, что приращение живых сил является отрица- 
тельным и равно сумме живых сил, связанных со скоростями, 
потерянными различными точками. (Прим. Бертрана.) 

*) Из предшествующего примечания следует, что она 
всегда бывает максимумом. Это было впервые установлено 
Делонэ (Бе]аипау), который доказал его совершенно иным 
путем (Топгпа1 4е ГлоцуШе, серия Г, т. У, стр. 255). (Прим. 
Бертрана.) 
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щей силы, то из сочетания уравнения живых сил с 
уравнением площадей можно вывести отношение, 
достойное быть отмеченным благодаря своей простоте, 
которое, насколько я знаю, до сих пор еще не было 
отмечено, а именно, отношение между скоростями 


вращения {, ®«, ф вокруг трех неподвижных осей ко- 
ординат х, у, 2. В этом случае мы имеем просто 


(п. 17) 
4% = аё= (2% — уф) 4ё, 
у = у а! = (тф — 24) @1, 
42 = 24 (уф — то) а. 


Если три последних уравнения пункта 9 сложить, 


помножив их соответственно на 5, ©, у, подвести эти 
х ау 45 
АЕ’ 4’ 4 


величины под знак ь И подставить — вместо 


ИХ значений, то мы получим 


Ут о Ч а т + 1 ) = А - Во -- СФ; 


но уравнение п. 34 при П =0 дает 


эт (и +") = Н. 


Таким образом мы имеем 
Аф —- Вы + Со=2Н, 


где .4, В, С являются моментами первоначальных 
импульсов, а Н представляет собою произвольную 
постоянную, которая необходимо должна быть поло- 
жительной. 

Если в этом уравнении вместо А, В, С подставить 
выражения пункта 11 


УС’, у’С', у"С' 
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или С'с03[, С'с0з т, С' созп, а вместо Ф, в, ох зна- 
чения пункта 17 


0 созХ, 0Осозы, 0с05$у, 
то мы получим 


9 (соз [ соз^ - с03 т с0з + с03 И с0$ у) = т . 
В этой формуле [, т, п представляют собою углы, 
образуемые осью, перпендикулярной к неизменной 
плоскости, с неподвижными осями ф, у, 5, а », ц, у 
представляют собою углы, образуемые с теми же 
осями мгновенной осью сложного вращения, скорость 


которого равна 0. Таким образом, если мы обозначим 
через с угол, образуемый мгновенной осью вращения 
с осью, перпендикулярной к неизменной плоскости, 
то с помощью известной формулы мы получим 


с0$ в = с03 [03 -Е с03 т ©03 и - с0$П ©03 у 


и, следовательно, 0со0зб = = ‚ где величина > 
ляется постоянной, зависящей от начального состоя- 
ния, отсюда получается независимое от формы тела 
соотношение между фактической скоростью вращения 
в каждое мгновение и положением оси вращения 
относительно неизменной плоскости. 

Между прочим, если плоскость ху выбрать таким 00- 
разом, чтобы она прошла через центр тела и через пря- 
мую, по направлению ‚которой произошел импульс, то 
постоянные величины А и В будут равны нулю (п. 16) 
и найденное выше общее уравнение сведется к сле- 
дующему 


ЯВ- 


Се=эН; 


из последнего видно, что скорость вращения по отно- 
шению п оси $, т.е. параллельно плоскости импульса, 
остается всегда неизменной. 
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$УГ. Свойетва, касающиеся наименьшего действия, 


39. Рассмотрим теперь четвертый принцип, а имен- 
но принцип наименьшего действия. 


Если мы обозначим через и скорость любого тела т 
системы, то мы ухе иметь 


42? 
= + т 41? 


и уравнение живых сил (п. 34) примет следующий 


ВИД: 
$т(У+П)=Н; 


если последнее выражение продифференцировать в 
смысле символа $, то оно даст 


т (и ба 81) = 0. 


Но так как П является функцией р, 4, г,..., то 
мы имеем 


ПП = Рор-- Оа-+ А+... 
Таким образом 


Ат (Р5р-+ ОВ +...) = — тиви. 
Это уравнение всегда будет иметь место, если 


Рар-+ 044+ Ваг-+... 


представляет собою интегрируемую величину и если 
связь между телами не зависит от времени; оно 
перестает быть верным, когда одно из приведенных 
условий не выполнено. 

Если указанное выше выражение теперь подставить 
в общую формулу динамики (п. 5 отд. П), то послед- 
няя примет отелю вид: 


т (зе 82 о Пива — иди) = 0. 
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Но 

2х 5х -- 4?у бу -- 42383 = 

— 4 (4х 6х + аубу -- 4252) — атадх — 4уабу — аз 452. 
Так как символы 4 и 6 выражают совершенно не- 
зависимые друг от друга дифференциалы или вариации, 
то величины 465%, 46у, 452 должны представлять 


собою то же самое, что и бах, 64у, 642. Сверх того, 
ясно, что 


а Зах -- ду зау + аз Заз = 5.8 (42? + ду? + 423). 
Таким образом мы имеем 
2х 9х -- 4?у бу -- 422 52 = 
= (4х 9х -- 4убу -- 43 в) —4 9 (452 -- ау? +.4=?). 
Нусть $ представляет собою пространство или 


дугу, описанную телом т за время #; тогда мы 
имеем 


8 =У а ааа, =. 
Следовательно, 


42% 6л--а?у бу-- 422 6:=4а (ах 6х-- ау ву-+- 43 82) —45$ 84$ 
и отсюда 

а (4х 6х -- ау бу + аз 82) 645 
те 8 + Зуи 82 — РТ —. 


В силу этого рассматриваемая общая формула примет 
следующий вид: 


Я (а ау 5 
т орви а, ив] 0 
5 


или, если все члены помножить на постоянный элемент 


Е == — и принять во внимание, что иб 4$ -|- 4$ ди = 
= (и 45), 
4 (4х 6х - ау бу -|- аз 83 
№т уе р (из) | == 
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Так как знак интеграла ® не связан со знаками 
дифференциалов 4 и 5, можно последние поставить 
впереди первого, в результате чего приведенное урав- 
нение примет плоти ВИД: 


а%т ее за Зи 3: ) — ЭВ ти 4: = 0. 


Проинтегрируем это уравнение по отношению к 
знаку дифференциала 4 и обозначим это интегрирова- 


ние с помощью обычного знака интеграла \; тогда 


мы получим 


Ут ста УЗуа 82) — \ 88 тии 45 = сопз6 


Но знак в выражении 
\ ци 45 


может относиться только к переменным и и $ и не 


находится ни в какой связи со знаками №и 5; поэтому 
ясно, что указанное выражение тождественно со 


следующим: 
0% т \" 45; 


если предположим, что в тех точках, где начинается 


интегрирование и 45, мы имеем 


бх =0 бу=О0, 0д2=0, 


то произвольная постоянная должна равняться нулю, 
так как в этих точках левая часть уравнения должна 
обратиться в нуль. Таким образом в этих случаях 
мы будем иметь 


зи ав = Вт( 4: 3 + У Зу + 4282). 
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Следовательно, если сверх того мы предположим, 
что вариации 6х, 6у, 62 равны нулю также 


и в тех точках, где интегрирование \ и 4$ кончает- 


ея, то мы Получим просто 


3% т \и 4$ = 0, 


т. е. вариация величины №т \ и 45 будет равна нулю; 


таким образом эта последняя величина будет макси- 
мумом или минимумом. 

Итак, отсюда вытекает следующая общая тео- 
рема. 

При движения любой системы тел, находящихся 
под действием взаимных сил притяжения, или сил, 
направленных в неподвижным центрам и пропорцио- 
нальных каким-либо функциям расстояний, кривые, 
описываемые различными телами, а равно их скорости 
необходимо таковы, что сумма произведений отдель- 
ных масс на интеграл скорости, умноженной на эле- 
мент кривой, является максимумом или минимумом — 
при условии, что первые и последние точки каждой 
кривой рассматриваются как заданные, так что 
вариации координат, соответствующих этим точ 
ками, равны нулю. 

Такова теорема, которую под названием принципа 
наименьшего действия мы упомянули в конце пер- 
вого отдела *). 


. -`—— 


*) Интеграл к т и 45 оказывается максимумом или мп- 


нимумом, если его сравнить © аналогичными интегралами, 
относящимися ко всякому другому движению системы, кото- 
рое было бы вызвано теми же силами и при котором, несмотря 
на введение новых связей, допускающих существовапие прин- 
ципа живых сил, начальные и конечные положения оставались 
бы одними и теми же. Возможно, что это заключение, кото- 
рое. с очевидпостью следует из доказательства, в тексте 
выраженпо недостаточно яено. (Прим. Бертрана.) 
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40. Однако приведенная теорема не только содер- 
жит в себе интересное свойство движения тел, но 
может также послужить для определения этого дви- 


жения. В самом деле, так как выражение \т \ н 5 


должно быть максимумом или минимумом, остается 
только, пользуясь методом вариаций, выяснить усло- 
вия, при которых она может принять указанные выше 
значения; если применить общее уравнение сохране- 
ния живых сил, то мы всегда найдем все уравнения, 
необходимые для определения движения каждого тела. 
Действительно, для существования максимума или 
минимума необходимо, чтобы вариация была равна 
нулю; следовательно, мы будем иметь 


55 т\ и = 0; 


отсюда, проделав приведенные выше операции в 0б- 
ратном порядке, мы найдем`ту общую формулу, из 
которой мы исходили. 

Для того чтобы сделать этот метод более ясным, 
мы изложим его здесь в нескольких словах. Усло- 
вие максимума или минимума вообще дает 


5% п\ и 4$ =0; 


если знак дифференциала 65 ввести под знаки Уи \ 


(что согласно природе этих различных знаков, оче- 
видно, допустимо), то мы получим уравнение 


$т\ 5(и 45) =0, 


По поводу этого принципа можво посмотреть статью 

О. Родригеса, напечатанную в Соттезроп4апсе 4е рЕсое Ро!у- 

{есаш1аие, $6. Ш, р. 159 и Уоезипоер иБег Рупа Якоби. 

, (Прим. Дарбу.) 

(Есть русский перевод: Якоби, Лекции по динамике, 
ОНТИ, М. — Л. 1936. — Прим. ред.) 
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или, дифференцируя в смысле символа .5, 
А т\ (аи +и545) =0. 
Я рассматриваю сначала часть 
$т\ 4 би: 
если вместо 4$ подставить его значение и 4+, то она 


перейдет в 


ь т\ иди СЕ, 


или, если изменить порядок знаков ® И \, которые со- 


вершенно независимы друг от друга, то она примет 
следующий вид: 


\ 4: № ти ди. 
Но общее уравнение принципа живых сил дает (п. 34) 


№ ти = 2Н — 2% тП, 
где АП равен 
Рар- 04а- В4"-+...; 
поэтому, если приведенное выражение продифферен- 
цировать в смысле символа 9, то мы получим 
\ ти би =— №тб5П = —№т (Р5р-+- О--Вы-...), 


ибо так как согласно допущению П является алгеб- 
раической функцией р, 4, г,... , то дифференциал 5 
представляет собою то же самое, что и @П, с заме- 
ной только символа 4 символом 6. Таким образом 
величина 


ь т\ 4$ би 
будет приведена к следующему виду: 


—\ Ат (Р5р-+-09-- В -+...). 
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Затем я рассматриваю вторую часть 
4 
у т\ и045 


и подставляю в нее вместо злемента 45$ его величи- 
ну, выраженную с помощью прямоугольных коорди- 
нат или с помощью каких-либо других переменных. 
`Если мы пользуемся прямоугольными координатами 
х,.у, 2, то 


45 = У а2? -- 4у?- 427; 


следсвательно, дифференцируя в смысле символа 65, 
мы получим 


58=9 3 45 + И зау + = 52 52, 


или, переетавив знаки ( и 6 и написав 45 вместо 84, 
что всегда допустимо ввиду независимости этих 
символов, 


Ра 8 2+“ а 8у +52 452; 


таким образом, подставив это значение и написав 41 


4$ 
вместо, МЫ получим 


из 4 =\ (2 8х + ЗУ +1482). 


Гак как здесь под знаком интеграла \ находятся 


дифференциалы вариаций 6х, ду, 52, то следует их 
устранить, пользуясь известной операцией интегри- 
рования По частям согласно правилам вариацион- 


. ах 
ного исчисления. Таким образом величина И, ох 
преобразуется в другую ей эквивалентную 
Ах 4х 


если предположить, что обе крайние точки кривой 
заданы, так что координаты, соответствующие началу 
и концу интеграла, не изменяются, то мы будем 


25 ж. Лагранж, т. 1 
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иметь просто 
В Як 
М — 1 3 | д; =—— =— \5 Ге —— ® 


Аналогично мы найдем 


у ‚7 ау 45 уз. _ о 42 
\тази=— Зичи и) 482 =— \ 82а 52. 


Таким образом мы получим следующее преобразо- 
ванное выражение 


\ из =— \ (бе ат + 54 = У 22 4 2). 


Ч 
Следовательно, величина №7 \ 545, если переста-' 


1 ь 
вить знаки № и \, а (4 считать постоянной величи- 


ной, примет следующий вид: 


—\ 4 8 (2978 За + 52 4»). 


Таким образом мы получим следующее уравне- 
ние максимума или минимума: 


\@ Ат (р 8-04 ние ...- 


Чу < 4?у с 
+ 138% + 189 +9 Е: #82) = 0, 


аг 


которое, вообще говоря, должно иметь силу для всех 
возможных вариаций; поэтому величина, стоящая 
под знаком \, должна в любое мгновение быть рав- 


ной нулю; таким образом мы получим неопределен- 
ное уравнение 


"романы + 
ы аа 1% И. В 5: ) =0, 
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которое представляет собою не что иное, как общую 
формулу динамики (отд. П, п. 5) и которое, следо- 
вательно, подобно ей, даст все уравнения, необхо- 
димые для разрешения настоящей задачи. 

41. Вместо координат х, у, 2 можно также вос- 
пользоваться любыми другими неопределенными ве- 
личинами, и тогда все сведется к тому, чтобы эле- 
мент дуги 4$ выразить в функции этих не- 
определенных величин. Так, например, если взять 
радиус, или прямолинейное расстояние от начала ко- 
ординат, которое мы назовем ф, и два угла, из кото- 
рых один, ф, пусть обозначает угол, образуемый упо- 
мянутым радиусом с плоскостью ху, а другой, ф— 
угол, образуемый проекцией того же радиуса на ука- 
занную плоскость с осью х, то мы будем иметь 


2 =рзшф, у=рсозфзшф, —= © с03 Ф с03ф, 
а отсюда мы получим 
да — да? + Фу аа? = ар? + * (44 + сов? ф 497 


это выражение можно было бы вывести и непосред- 
ственно, пользуясь геометрическим методом. Продиф- 
ференцировав в смысле 6 и написав 48 вместо ба, 
мы будем иметь 


4$ 54$ = 4о 48о + р(44?- соз? ф 49?)6р 
-- о2(44 45ф — э11 ф соз ф 4925 -- соз? ф аф 48), 


45 
откуда, разделив на 41 = -—— и проинтегрировав, по- 
лучим 


= 84 = \ а Ч Но (аы сома? а 
+ 44° 0% ыы — © зто ф соз {29 54-- ©? с03 г рее 


Двойной символ 468 под ам ожшо устра- 


нить путем интегрирования По частям. Сначала 
25* 
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отбросим члены, содержащие вариации вне знака 
‚ так как эти вариации, которые в данном случае 


должны относиться к пределам интеграла, становят- 
ся равными нулю благодаря принятому допущению, 
что начальные и конечные точки кривых, описываемых 
телами, наперед заданы и являются неизменными. 


В результате мы получим следующее преобразован- 
ное выражение: 


ивы чим 
426 1? 
— 4 (= ту: о — 6608? 9 ) бр -- 
аф 
а (5 —— а (с03*ф-- 
49? Ра 4 
+ ву фоонийе (78 о (9) ит :) 0ф). 


Таким образом уравнение. максимума или мини- 
мума примет следующий вид: 


ат {Рзр+ О зач аи+...+ 
4 4 4? 
ы (че = —рс03* $ =) бр + 
а 
(и 
[и 
а (сова 
+ ЕТ. 5$] =0. 


Если приравнять нулю величину, стоящую под 


знаком ‚ мы получим неопределенное уравнение, 


аналогичное уравнению, приведенному в предыдущем 
пункте, которое, однако, вместо вариаций 5х, 965, 02 
будет содержать вариации 60, 8%,5]; отсюда можно 
вывести уравнения, необходимые для решения постав- 
ленной задачи, если сначала все вариации свести к 
возможно меньшему их числу и затем отдельно при- 
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равнять нулю все члены, в состав которых входит 
каждая из оставшихся вариаций. 

Если воспользоваться другими неопределенными 
величинами, то мы получим иные формулы, но мож- 
но быть уверенным, что в каждом отдельном случае 
всегда можно получить наиболее простые формулы, 
вытекающие из природы этих неопределенных вели- 
чин. Смотри том ПП Мёшошез де |’Асадёпие де Тата, 
где этот метод был применен для разрешения раз- 
личных вопросов механики *). 

42. Впрочем, так как 45 =и Ё, то величина, 


$т\ и 4$, 


которая представляет собою максимум или минимум, 
может быть приведена к следующему виду Эт \ из 


или \ 4 \ти?, где № ти? выражает живую силу всей 


системы в любое мгновение. Таким образом рассма- 
триваемый принцип сводится собственно к тому, что 
сумма живых сил всех тел от момента, когда они 
выходят из заданных точек, до того момента, когда 
они приходят в другие заданные точки, является 
максимумом или минимумом. Следовательно, его мож- 
но было бы с большим основанием назвать принци- 
пом наибольшей или наименьшей живой силы; эта фор- 
мулировка имела бы то преимущество, что она была 
бы общей как для движения, так и для равновесия; 
в самом деле, в отд. Ш «Статики» (п. 22) мы 
видели, что при прохождении положения равновесия 
живая сила системы всегда бывает наибольшей или 
наименьшей. 


*) См. также интересную статью О. Родригеса в Соггезроп- 
Чапсе зиг ?’Есо!е Ро]уШеспапе, т. Ш, стр. 159. (Прим. Берт- 
рана.) 


>С о Ч 


ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВСЕХ ПРОБЛЕМ ДИНАМИКИ. 


1. Достаточно развернуть ту формулу, к которой 
мы свели во втором отделе всю теорию динамики, 
чтобы получить все уравнения, необходимые для ре- 
шения любой задачи в данной отрасли знания, в чем 
бы она ни заключалась; но это применение формулы, 
представляющее собою чисто вычислительную опера- 
цию, может быть в некоторых отношениях еще упро- 
щено с помощью тех приемов, которые мы применим 
в настоящем отделе. 

Так как все дело сводится к тому, чтобы свести 
различные переменные, входящие в состав указанной 
формулы, к возможно меныпему числу, пользуясь 
условными уравнениями, заданными природой каждой 
задачи, то одна из главнейших операций заключается 
в том, чтобы вместо заданных переменных подставить 
функции других переменных. Эта цель может быть 
всегда легко достигнута с помощью обычных мето- 
дов; но по отношению к рассматриваемой формуле 
существует особый прием выполнения этой опера- 
ции, имеющий то преимущество, что он всегда 
непосредственно приводит к наиболее простым преобра- 
зованиям. 

2. Упомянутая формула состоит из двух частей, 
которые должны быть рассмотрены отдельно. 
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Первая часть содержит члены 


Чт (Ч ва + И Зин е 82), 


которые происходят исключительно только от сил, 
являющихся следствием инерции тел. 
Вторая часть состоит из членов 


Ут (Рзр-+- О-В - ...), 


происходящих от ускоряющих сил Р, О, В,..., кото- 
рые согласно допущению действуют на каждое тело 
по направлению линий р, 4, г,... и которые стре- 
мятся сократить эти линии. Сумма этих двух вели- 
чин, будучи приравнена нулю, и дает общую фор- 
мулу динамики (отд. Ш, п. 5). 
3. Рассмотрим сначала величину 
2х ох -- узду -- 42 82; 
ясно, что если к ней прибавить величину 


4х а 6х -- 4уаду -+- 424 52, 


то сумму можно будет проинтегрировать, и мы полу- 
чим в качестве интеграла 


ах 8х -- ауду -- 42 82. 
Отсюда следует 
фт ох - 4?у бу -- 4202 = 
= 4 (ах 6х -- дубу + 4: 55)—ахабх —ау4аду — 42452. 


Но так как согласно известным принципам двой- 
ной знак 45 эквивалентен зн.ку 64, то величина 
тах - ау4абу -- 43 4 582 может быть приведена к сле- 
дующему виду: 


Чл 5 ах - аубау - 423 643, 


392 ДИНАМИКА 


4 
т. е. к 5-5 (42° -- ау? - 42). Таким образом мы по- 
лучим следующее преобразование 


фт ох -- 4?у ву -- 423 83 = 
= 4 (4 8% + уу + 42 52) ---; 8 (41? + ау 427), 


из которого видно, что для вычисления интересую- 
щей нас величины 


фт 6х + 4?у ду -- 4*3 03 


достаточно вычислить нижеследующие две величины, 
содержащие только первые дифференциалы 


4х ох -- ау бу - 4285, 42? - ау? - 42°, 


и затем одну из них продифференцировать в смысле 
символа 4, а другую—в смысле символа 5. 

4. Итак, предположим, что речь идет о том, что- 
бы вместо переменных х, у, 2 подставить заданные 
функции других переменных &, {, ®,...; продиффе- 
ренцировав эти функции, мы получим выражения 
следующего вида: 


4х = А+ Ва +Са+..., 
4у = А'АЁ -- В'Ф + С'ао+..., 
43 = А"АЕ + В"аф-+ С" + ..., 


в которых А, А', А", В, Б',... будут известными 
функциями тех же переменных &, ф, ф,...; анало- 
гичным образом будут выражены значения 5х, ду, 82 
с заменой лишь символа {4 символом 5. 

Если произвести указанные подстановки в выра- 
жении 4х 0х -- дубу | 42652, то оно примет следующий 
вид: 


ЕАЕЗЕ--С (а --а45Е) — Науф --1 (аЕЗо-нао Е) +..., 


где Р, С, Н, Г,... будут конечными функциями 
‚Чо... 
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Следовательно, если заменить символ $ символом 4, 
то мы получим также значение 


412 -- ду? -- 422, 
которое будет равно 
Е 4? -- 2С аЁ аф - На? - М аёаФф-... 


Если первую из этих двух величин продифферен- 
цировать в смысле символа 4, то мы получим диффе- 
ренциал 


4 (га) ЗЕ - Е а Е - а (С аЕ) & + а(с ау) аё-+ 
- С аа саазё-а(Н а) %-+ Нааб-...; 
если затем вторую величину продифференцировать 
в смысле символа 65, то получим 
ОРаЕ? -- 2РаЕ са -| 264 а& аф -- 2С а ва& - 
—- 2С аЁ ба + 5Наф?- 2Нафваф-... 
Если половину последнего дифференциала вычесть 


из первого и принять при этом во внимание, что 46 и 
04 представляют собою одно и то же, то мы найдем 


а(РАЕ) Е — > ЗРАЕ? -- 4 (СЁ) 8$ +4 (С 4%) =— 
— С 4Е4ф-+ а(Н4\) $ — 5 На +... 


в качестве преобразованного значения величины 
4х ох -- а?у бу - 422 52. 


Но ясно, что это значение может быть выведено не- 
посредственно из последнего дифференциала, если 
все члены последнего разделить на 2, изменить 
знаки тех членов, которые совершенно не содержат 
двойного символа 64, а в других членах опустить 
‚знак 4 после 5, применив его к величинам, которые 
`-умножаются на двойные дифференциалы, обозна- 
ченные символом 654. Таким образом член &Р 4? 
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даст —> ОР 4, член 2Е4Ё 604 даст Ч (Ра=) 8Е, член 
25С АЕ 44 даст — 5С 4Ё аф, член 2С 44 84Е даст а (Саф) 5 
ит. д. 

5. Из сказанного следует, что если мы обозначим 


через Ф функцию &, Ф, Ф,... и 4, @$, 4®,..., в ко- 
торую преобразуется выражение 


5 (427 + ду? -- 421), 


если подставить значения ф, у, 2, выраженные в функ- 


ции &, {, $,..., то мы вообще получим следующее 
преобразованное выражение: 


ов + увы в = (- ивы + 
+(- + Ч №+(- а) +... 


5Ф 
если, как это обычно принято, обозначен через = 
> 


коэффициент 5& в дифференциале 5Ф, через ых коэф- 


фициент 54& в том же дифференциале ит. д. 

6. То, что мы нашли выше, пользуясь искусствен- 
ным приемом, могло бы быть выведено более просто 
и более общо с помощью принципов вариационного 
метода. 

В самом деле, пусть Ф является какой-либо функ- 


цией х, у, $,..., ах, ау, 42,..., ах, 43у, 4%,..., 
которая после подстановки значений т, и, 5,..., ВЫ- 
раженных через &, ф, ®,..., становится функцией 
у, $,..., 4%, @$, а, ‚ 428, 42], 4%%,...; если 


произвести  дифференцирование в смысле символа $, ТО 
мы получим следующее тождество: 


5Ф ОФ 6Ф 
г ОФ бФ 
+ оны + о 842 20 За +... + 
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Если двойные символы 64, 842,... заменить экви- 
валентными им символами 465, 4265,..., затем проин- 


тегрировать по отношению к символу 4 и путем ин- 
тегрирования по частям устранить все двойные сим- 


волы @5, 426,... под знаком интеграла \. относяще- 


гося к знаку дифференциала 4, то мы получим урав- 
нение следующего вида: 


Маг Взу Св +,..)+2= 
— (4 -- В + Соч...) 7’, 


в котором 
5Ф 5Ф 5Ф 
А=з; — а. +4 а2х у 
5Ф Ф 5Ф 
В= бу 4 ау 14 5а?у 
5Ф Ф 5Ф 
С =-: — Ча 4° 5 
3 1 Ф  ь8Ф 
А’ = 5 ЧзаЕ т 4 Е 
5Ф $Ф 5Ф 
! —  „__—_— Ш. чечнь 
В = р — Ч + 4* за 
р. 5Ф 
са 


ГОЗООИ ЗОВИ ЗОО ЗОО” АИ ЗООООИИК ЗОВИ ЗОО ЗОООИЮ ЗОООАИК ЗОО ЗОВИ ЗООИИИК ЗОО ОИК ЗИК ОИК 
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, г5Ф 5Ф 5Ф 
2= (и; —@ а +...) 82 + зе +... + 
Ф 
+ (5—3 +. -)5У + ва абу --...-- 
$Ф 5Ф 
+ (5=— Ча: + .. .)52 + за: 402 --...- 


‚ /5Ф 5Ф 
= (зв —@ж +...) 8Е + зав ЧЕ +... + 


5Ф 

+ (в — Чуау + .. ‚)5$ + знра8ф +... + 
$Ф Ф 

+ (бас — Ча +...) 89+ к 480 +... 


Таким образом, продифференцировав еще раз и про- 
изведя перестановку, мы получим следующее урав- 
нение: 

Абх + Вбу + С53 - о 

— 4'5Е — Б'54 —С'60—... = ай' — ай, 


которое должно удовлетворяться и должно иметь си- 
лу, каковы бы ни были вариации, или дифференциа- 
лы, обозначенные буквой 65. 

Так как вторая часть приведенного уравнения 
представляет собою полный дифференциал по отноше- 
нию к символу 4, то, значит, и первая часть его 
тоже должна быть полным дифференциалом по отно- 
шению к тому же символу и независимо от символа 5; 
но это невозможно, так как члены первой части со- 
держат просто вариации 6х, ду, &3,..., 6, 94, 9%, ... 
и совершенно не содержат дифференциалов этих ва- 
риаций. 

Отсюда следует, что для возможности существо- 
вания указанного уравнения необходимо, чтобы обе 
части были порознь равны нулю, что дает нам два 
следующих тождественных равенства: 


1 9х - Ву Соз-... = 
АВЕ ВФ + Со... 47 = 47’, 
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которые могут оказаться полезными в различных 
случаях. 
Пусть, например, 


Ф= - (422 + ду? + 421); 


тогда мы имеем 


5Ф 
6х 


5Ф оФ 


=0, д; = 4%, зы 


=0,... 


и совершенно так же для остальных подобных вели- 
чин; следовательно, 


А=— 4%, В=— а С=-— а. 


Дальше, ‘так как Ф содержит в себе только дифферен- 
циалы первого порядка, то мы имеем просто 


‚ бФ Ф 
ВЧ 
, 5Ф 5Ф 
= Ч, 


Таким образом мы получаем тождественное ра- 
венство 


— 425 0х — 4?у бу — 425 58 = >” — Ч ЗЕ 
Ф 2 их 5 
+ — бы 89 + (вы — Чыь 89 +. 


которое совпадает с равенством, приведенным в пунк- 
те 5. 


7. Отсюда следует, что для получения значения 
величины 


Ах А?у 423 
Ут а 6% -- зу + 1 5) 
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в функции &, ], ф,..., достаточно найти значение 
величины 


ау? 43° 
Ат (8 ат 1? 


в функции &, {Ф, Ф,...и их дифференциалов, ибо если 
эту функцию назвать Г, то мы тотчас же получим 
преобразованное выражение 


(Ява в ЗЕ (4 зв.) 89+ (Че — в +. 


Это преобразование будет всегда иметь силу, если даже 
среди новых переменных будет находиться время &, 
при условии только, что мы будем его рассматри- 
вать как постоянную величину, т. е. что мы будем 
принимать 8 = 0. 

Дальше легко видеть, что подобное же преобра- 
зование будет иметь место и в том случае, когда 
вариации 5, 5ф, 6%,... не будут полными дифферен- 
циалами, если только они выражают неопределенные 
величины и вариация 65Г имеет следующий вид: 


5Т Г 
УР = зе ЗЕ д тя СЭ Ча +. 


каковы бы ни были вообще коэффициенты 


бТ 57 Г 
55 485’ 8’°°' 
8$. Наконец, следует отметить, что если выраже- 

ние Г содержит член 44, являющийся полным 
дифференциалом функции 4; в которую одна из пере- 
менных, например &, входит только в конечном виде, 
то этот член не внесет ничего в приведенное выше 
преобразованное выражение по отношению к указан- 
ной переменной. В самом деле, если положить 


9А 9А 
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то мы получим 


5Г _ да 
54 5%’ 
_9А 9А 
87 _°0Е 9% __ 
ее ЗЕ 4... = Е + еб. 
9А 
=@5=. 


6 Г 
Следовательно, ЧЕ — Е представляющее со- 
бою коэффициент 8&, примет следующее значение: 


А А 
дЕ. — дЕ — 0. 


Отсюда, далее, следует, что если выражение для 
Г содержит член вида ВАА, где А является 


функцией &, ф,..., без 4&, а В-— какой-либо функ- 
цией без &, то этот ‚член по отношению к вариации 
& даст просто член = ЧВ.` 


В самом деле, если написать член ВАА в виде 
а (ВА) — А4В, то прежде всего можно убедиться, 
что член 4(ВА) не дает ничего по отношению 
к вариации &, так как АВ содержит & но не со- 
держит 4; далее, так как 4В не содержит в себе 
ни & ни 46, а А содержит &, но не содержит 4&, то 


ясно, что если положить ТГ =— А АВ, мы получим 
ТГ т = 54 


В 
так что коэффициент при 9& сведется к = ЧВ. 


9. Что касается величины Рёр-- ОЗ Аб"-..., 
то ее всегда легко свести к функции &, 1, Ф,..., 
так как при этом дело сводится лишь к тому, чтобы 
преобразовать отдельно выражения для расстояний 
р, 4, г,... и сил Р, О, В,... Но это преобра- 
зование становится еще более легким, когда силы 
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таковы, что сумма моментов, т, е. величина 


Рар+ оаа-+Ва"+... 


оказывается интегрируемой, что, как мы уже отме- 
тили, всегда имеет место в природе. 

Действительно, если, как в п. 34 отдела ПШ, по- 
ложить 


АП = Рар-- 044- В4"+..., 


то мы получим П, выраженное в виде конечной 
функции р, 4, г,...; следовательно, мы будем иметь 


5П = Ром Вм.... 


Умножив на т и взяв сумму для всех тел системы, 
мы получим 


Ат (Рор + О-В +...) =№т5П=б№тИ, 


ибо знак № не зависит от знака 5. 

Таким образом достаточно определить значение 
величины № тП в функции &, ф, Ф,..., а это требу- 
ет лишь подстановки значений х, у, 3,..., выра- 
женных через &, ф, ®,..., в выражения для р, 4, г,... 

4 
(Статика, отд. 1, п. Г); если это значение № тП обоз- 
начить через У, то мы тотчас же получим 


ОИ ОУ У 


10. Указанным путем общая формула динамики 
(п. 2) преобразуется к следующему виду: 


Е {УФ +... 50, 
где 
о 
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если положить 
1 41? 44? 42 


аП =Рар+ 044+ Ва" +... 


Если два тела т и т’ системы, рассматриваемые 
как точки, расстояние между которыми равно р, 
взаимно притягиваются с ускоряющей силой Р, 
являющейся функцией р, то легко видеть, что мо- 
мент этой силы выразится через тт’Р Ар; тогда к 


значению У следует прибавить величину тт \р фр. 


Совершенно так же надо поступить, если в системе 
‘имеются еще другие силы взаимного притяжения. 
Вообще, если в системе имеются какие-либо силы 
Е, (,..., стремящиеся уменьшить значение величин 
1, 8,..., то Р5}, Сбв,... будут служить моментами 
этих сил (Статика, отд. П, п. 9); в соответствии с этим, 
рассматривая Ё в качестве функции }, (—в каче- 
стве функции 2 и т. д., следует к значению У при- 


бавить столько членов вида \" ЧЕ, у 42,..., сколь- 


ко имеется подобных сил. 

А если при выборе новых переменных &, {,ф,... 
принять во внимание условные уравнения, вытекаю- 
щие из природы рассматриваемой системы, и выбрать 
эти переменные таким образом, чтобы они были со- 
вершенно независимы друг от друга и, следователь- 
но, чтобы их вариации 6, 6ф, дф,... оставались со- 
вершенно неопределенными, то мы тотчас же полу- 
чим частные уравнения [?7] 


#=0 +=0 Ф=О..., 


которые и служат для определения движения системы; 
ибо число этих уравнений в точности равно числу 
переменных &, {, ©,..., от которых зависит положе- 
ние системы в каждое мгновение. 


26 жж. Лагранж, т.т 
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114. Но хотя разрешение задачи можно всегда 
довести до указанной стадии, так как все дело сво- 
дится к тому, чтобы, пользуясь условными уравне- 
пиями, исключить столько переменных, сколько 
позволяют эти уравнения, и затем в качестве &, ф, Ф,... 
взять оставшиеся переменные, тем не менее могут 
встретиться такие случаи, когда этот путь может 
оказаться слишком затруднительным и когда во 
избежание излишнего осложнения расчета может 
оказаться целесообразным сохранение большего чи- 
сла переменных. В этих случаях условные уравне- 
ния, которые остались еще неудовлетворенными, 
должны быть использованы для исключения в общей 
формуле некоторых из вариаций 6&, 54,...; однако 
вместо действительного исключения можно приме- 
нить и метод множителей, изложенный в «Статике» 
(отд. [У). 

Пусть 


Е=0, М=0, М=0.... 


рассматриваемые уравнения, сведенные к функциям 
2 Ч, Ф,..., так что С, М, М,... представляют с0- 
бою заданные функции этих переменных. Прибавим 
к левой части общей формулы (предыдущий пункт) 
величину 


АД и8М УМ ..., 


в которой ^, ц, у... являются неопределенными 
коэффициентами; тогда мы можем рассматривать ва- 
риации 5&, 51, д%,... как величины независимые и 
произвольные. 


Указанным путем мы получим общее уравнение 


ВУ Фю-+... + 8С + 
+ы5М + УМ... =0, 


которое должно иметь силу независимо от вариаций 
52, 5Щ, дФ,... и потому даст нижеследующие част- 
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ные уравнения движения системы: 


= ОГ, М ОМ 

В ИЕ ТУ +... =0, 
М М 

У в изу ТУ +... =0, 
М № 

Фи НУ +. 0. 


Из этих уравнений следует затем исключить неиз- 
вестные », ц, у,..., благодаря чему количество урав- 
нений соответственно уменьшится; но если сюда 
присоединить условные уравнения, которые необхо- 
димо должны иметь место, то у нас всегда будет 
столько же уравнений, сколько имеется переменных. 

12. Так как эти уравнения могут иметь различ- 
ные более или менее простые формы и, в частности, 
более или менее удобные для интегрирования, яв- 
ляется небезразличным, в-каком виде они представ- 
лены с самого начала; пожалуй, одно из главных 
преимуществ нашего метода заключается в том, что 
он всегда дает уравнения каждой задачи в наиболее 
простой форме по отношению к примененным при 
этом переменным и дает нам возможность наперед 
судить о том, каковы те переменные, пользование 
которыми может нам максимально облегчить инте- 
грирование. Мы изложим здесь несколько общих 
положений, касающихся данного вопроса, примене- 
ние которых мы увидим в дальнейшем при разреше- 
нии различных задач. 

Из тех же формул, которые мы дали выше, ясно, 
что дифференциальные члены уравнений движения лю- 
бой системы тел происходят только от величины Г, вы- 


1 47? 42? 
ражающей сумму всех величин 57 ( 7 7% а Но 


по отношению к различным телам, при этом каждая 
переменная конечная величина, например Е, ВвХоДЯ- 


Т 
<=, а каждая диф- 


щая в выражение Г, дает член — Е 
26* 
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ференциальная переменная, например @Ё, дает член 
Чу. Отсюда прежде всего видно, что рассматри- 


ваемые члены не могут содержать иных фун- 
кций переменных, кроме тех, которые входят в со0- 
став выражения Г; следовательно, при применении 
синусов или косинусов углов, что представляется 
естественным при разрешении многих задач, может 
случиться, что эти синусы или косинусы исчезнут 
из функции Г; тогда последняя будет содержать в 
себе только дифференциалы углов и рассматриваемые 
члены тоже будут содержать только эти же диффе- 
ренциалы. Таким образом, применяя указанного вида 
подстановки, можно всегда выиграть с точки зрения 
простоты уравнений задачи. 

Так, например, если вместо двух координат х, у 
применить радиус-вектор г, проведенный из начала 
тех же координат и образующий с осью х угол ф, 
то мы будем иметь 


—=760$ф, у=гЯто, 
а после дифференцирования 
Дт = созф ат — гзшфаф, ау = ип фа! -- гсозф а, 
следовательно, 
41? -- Ду? == ат? -- г? 497; 


это выражение является очень простым, оно не со- 
держит в себе ни синуса, ни косинуса Ф, а лишь 
дифференциал его 49. Тем же путем выражение 412-- 
-- 4у?-- 42? может быть заменено выражением 7249? -|- 
-- 4г? - 42?. 

Вместо ги 2: можно было бы еще подставить новый 
радиус-вектор р и угол ф, образуемый этим радиусом 
с т, являющимся проекцией о; это дало бы 


Г == рс03ф, = озШф, 
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а следовательно, 
а»? -- аа? — 4? 4 2447; 


таким образом величина 45? -- 4у?-- 45? преобразова- 
лась бы в следующую: 


о? (с0524ф 49? -- 44?) -- 46*. 


В данном случае ясно, что р будет радиусом, про- 
веденным из начала координат в точку пространства, 
в которой находится тело т, ф будет углом накло- 
нения этого радиуса к плоскости ху, аф будет углом, 
образуемым проекцией этого радиуса на ту же пло- 
скость с осью 5; тогда мы будем иметь, как в пунк- 
те 4 отдела П «Статики»: 


Х = рс034ф с0зФ, у= Фс0зфзшф, == рф. 


Наконец, по желанию можно было бы применить 
и другие подстановки, а в том случае, когда система 
составлена из многих тел, их можно было бы отнести 
непосредственно одни к другим, пользуясь относи- 
тельными координатами; обстоятельства каждой задачи 
всегда сами укажут наиболее подходящие преобра- 
зования. Можно даже, найдя с помощью какой-либо 
подстановки одно или несколько уравнений задачи, 
вывести другие уравнения, пользуясь иными подста- 
новками: это даст новое средство для различного 
выражения этих уравнений и для нахождения наи- 
более простых и наиболее легко поддающихся инте- 
грированию уравнений. 

13. Другие члены рассматриваемых уравнений 
зависят от ускоряющих сил, которые согласно допу- 
щению действуют на тела, и от условных уравнений, | 
существующих между переменными по отношению к 
положению тел в пространстве. 

В том случае, когда силы Р, О, А,... направлены 
к неподвижным центрам или к телам самой системы 
и когда они пропорциональны каким-либо функциям 
расстояний, как это имеет место в природе, величина 
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У, выражающая сумму 
т \ (Рар+о4 + На +...) 


для всех тел т системы, будет алгебраической функ- 
цией расстояний и для каждой переменной , 
из которых она составлена, даст конечный член 


вида 57. 

д 6Е ы 

Аналогично условные уравнения 2 =0, М=0,... 
дадут для той же переменной & члены \ х , нЕ ‚... 
и так далее. Таким образом надо будет только к зна- 
чению У прибавить величины ^С, „М,..., рассма- 
тривая в дальнейшем величины ^, ц,..., при диффе- 


ренцированиях в смысле 5, как постоянные. 

Следовательно, если некоторые из переменных, 
входящие в состав функции ТГ, не входят в У, а 
также в Д, М,..., то уравнения, относящиеся к этим 
переменным, будут содержать в себе лишь дифферен- 
циальные члены и интегрирование этих уравнений 
будет очень легко осуществить, особенно если в Т 
эти переменные будут входить только в дифферен- 
циальной форме. Последнее будет иметь место, когда 
в случае тел, тяготеющих к центрам, мы в качестве 
координат возьмем расстояния от этих центров и 
углы, описанные вокруг последних [28]. 

14. Интеграл, который всегда имеет место, когда 
силы являются функциями расстояний, а функции 
Г, У, Г, М, .. - не содержат в конечном виде перемен- 
ной р, это — интеграл, который дает принцип сохра- 
нения живых сил. Хотя мы уже показали, каким 
образом этот принцип получается из нашей общей 
формулы динамики (отд. П], п. 34), тем не менее 
представляется не бесполезным показать, что част- 
ные уравнения, выведенные из этой формулы, всегда 
дают интегрируемое уравнение, которое является 
уравнением сохранения живых сил. 
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Упомянутые уравнения, рассматриваемые во всей 
их общности, имеют каждое следующий вид (п. 11): 


т эту Г, 5М , 


если эти уравнения сложить, помножив предвари- 
тельно на соответствующие дифференциалы АЕ, 4Ф,..., 
и если при этом принять во внимание, что согласно 
допущению величины И, Д, М,... являются алгебраи- 
ческими функциями переменных &, ф,..., но не оо- 


держат $ то ясно, что мы будем иметь урав- 
нение 


вв — =) ЧЕ (Ч — 44+... ++ 


-лар-+-ьамф+... = 0; 


но так как согласно условным уравнениям Д=0, 
М =0,..., то мы будем иметь вообще аЁ = 0, 
4М =0,...; следовательно, предыдущее уравнение 
сведется к следующему: 


(ак - 4 +... + =0. 


Но мы имеем 


а =@ (ве 42): аз 9 


а так как Г является алгебраической функцией пере- 
менных &, {,... и их дифференциалов 4&, @4,..., но 
не является ини 1, ТО мы пе иметь 


таким образом данное уравнение примет следующий 
вид: 


а (зв + 5д4+.. )- АР + ау =0. 
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Это уравнение, очевидно, интегрируемо, интегралом его 
является уравнение 
ТУ 


5Т 
за 46 зар ФР... ТНУ = 6009. 


Далее, так как 
1 42 ар, а 
т-Вз” (ан Нав ап), 


то ясно, что какие бы переменные ни были подста- 
влены вместо х, у, 2, получающаяся при этом функ- 
ция будет непременно однородной и двух измерений 
по отношению к дифференциалам этих переменных; 
следовательно, согласно известной теореме мы будем 
иметь 


Т Г 
АЕ 48 + за т... =721. 
Таким образом найденный интеграл будет просто 
Г-У = сопз6; 


этот интеграл содержит принцип сохранения живых 
сил (отд. Ш, п. 34). 
Если бы величина У не была алгебраической функ- 


цией *), то мы не имели бы >. АЕ... == @У, а 

если бы величины Г, Ё М,... содержали 

переменную $, то их дифференциалы АТ, аГ, АаМ,... 
С 6 

содержали бы и члены ть, ат, ,...; 


*) Для того чтобы понять это место, следует вспомнить 
определение функции 7. Было принято (п. 9), что 4П = Рар-{- 
+ О4а-+ Ват +... и затем дальше, что 7 = $ тП. Для того 


чтобы У была, пользуясь выражением Лагранжа, алгебраи- 
ческой функцией, необходимо и достаточно, чтобы таковой была 
Ц, т.е. чтобы выражение Рар -|- 044- ВЕ 4+ ...было полным 
дифференциалом; если этого. нет, то функции П не существует, 
равным образом не существует и7; «алгебраическая функция» 
означает здесь просто функцию; это выражение ни в коем 
случае не следует рассматривать как противоположность вы- 
ражению «неалгебраическая функция». (Прим... Бертрана.) 
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следовательно, не имели бы места ни те преобразо- 
вания, которые привели уравнение к интегрируемо- 
му виду, ни принцип живых сил. 

15. Хотя теорема об однородных функциях, о ко- 
торой мы только что упомянули, была доказана в раз- 
личных работах и, следовательно, ее можно считать 
известной, тем не менее изложенное ниже доказа- 
тельство этой теоремы настолько просто, что я не 
считаю себя вправе его опустить. Если Ё представляет 
собою однородную функцию различных переменных 
х, (,... и имеет п-е измерение, то ясно, что если 
вместо х, у,... подставить ах, ау,..., то эта функ- 
ция необходимо примет вид а”Ё, какова бы ни была 
величина а. Если положить 4 = 1 | хи рассматривать 
« как величину бесконечно малую, то бесконечно ма- 
лое приращение Ё, вызванное бесконечно малыми 


приращениями ах, %у,... величин 1, у,..., будет 
равно п%Р. Но если т, у,... изменить на величины 
«т, чу,..., То согласно общей формуле мы будем 
иметь для вариации Ё 


Е У 
а “® Ри “УР... 


Следовательно, если мы приравняем друг к другу 
приведенные два выражения для приращения Р, то 
по разделении на х мы получим 


Ро т. у-.. 


16. Интеграл, относящийся к сохранению живых 
сил, представляется очень полезным при разрешении 
задач механики, в особенности когда функция Т со- 
держит телько дифференциал одной переменной, кото- 
рая не входит в состав функции Г; в этом случае 
указанный интеграл служит для определения этой 
переменной и для исключения ее из дифференциаль- 
ных уравнений. 

Что касается интегралов, относящихся к сохране- 
нию` движения центра тяжести и к принципу площа- 


410 ДИНАМИКА 


дей, которые, пользуясь общим методом, мы уже нашли 
в отделе ПТ, то они сами собою получаются при раз- 
решении каждой задачи при условии, что при выборе 
переменных мы стараемся отделить абсолютное дви- 
жение системы от относительных движений тел одного 
по отношению к другому, как мы это сделали в упо- 
мянутом выше отделе. 

Другие интегралы зависят от природы дифферен- 
циальных уравнений каждой задачи, и нет возмож- 
ности дать общее правило для их нахождения. Есть, 
однако, один случай, имеющий весьма обширное при- 
менение, который всегда поддается полному решению 
в конечных выражениях; а именно — это тот случай, 
когда система совершает лишь очень малые колебания 
около своего положения равновесия. Ввиду важности 
этой задачи мы ей посвятим особый отдел. 

17. Когда система, движение которой определяется, 
состоит из бесконечно большого числа частиц или 
элементов, совокупность которых образует конечную 
массу изменяемой формы, следует применить анализ, 
аналогичный тому, который мы изложили в $ П отд. [У 
«Статики»; однако вместо символа 4, примененного 
нами (п. 11 и след.) для обозначения дифференциалов 
переменных по отношению к различным элементам 
системы, следует применить символ 0), соответствую- 


щий знаку интегрирования №, относящемуся ко всей 
системе, — с тем, чтобы иметь возможность сохранить 
другой символ 4 для дифференциалов, относящихся 
ко времени, для которых мы его и предназначили в 
отд. П, «Динамики», п. 7. 

Таким образом, если мы обозначим через т всю 
массу, а через От один из ее элементов, то в вы- 
ражениях Г и У п. 10 надо будет вместо т под- 
ставить От. 

Если для каждого элемента тела существуют силы 
Е, С(,..., стремящиеся уменьшить величины }, &,..., 
функциями которых являются эти силы, то следует к 


значению Г прибавить выражения % \ га}, & \6 42,... 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ 411 


Если имеются условные уравнения С ==0, М = 
=0,..., из которых каждое имеет силу для каждого 
элемента массы т, то в формулах п. 11 следует вме- 


сто Л5Д, ибМ,... поставить Ул5Г, № им... 

Так как величины }, #,..., равно как Д, М,... 
`могут содержать в себе дифференциалы переменных, 
обозначенные символом Ш), следует с помощью извест- 
ной операции интегрирования по частям устранить 
двойные символы 60, 502,..., так что под знаком 
\ останутся только простые вариации, обозначен- 
ные символом 5, а члены, стоящие вне знака №, будут 
относиться только к крайним значениям интегралов. 

Наконец, следует еще принять во внимание силы 
й условные уравнения, относящиеся к определенным 
точкам массы т, и учесть их в общей формуле; но 
они дадут лишь такие члены, которые не зависят от 


символа №. 

Вариации, которые останутся под знаком №, если 
их коэффициенты положить равными нулю, дадут 
равное им количество неопределенных уравнений для 
движения каждого элемента системы, а вариации вне 
знака № дадут определенные уравнения для известных 
точек системы. 


ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 


ОБЩИЙ ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ДИНАМИКИ, ОСНОВАННЫЙ НА 
ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯВНЫХ. 


Общие уравнения, данные нами в предыдущем 
отделе, представляя собою уравнения второго порядка, 
требуют еще интегрирований, которые зачастую пре- 
вышают возможности известного нам анализа; поэтому 
приходится прибегать к приближениям, и наши фор- 
мулы дают также наиболее подходящие средства для 
этой цели. 

1. Всякое приближение предполагает точное реше- 
ние какого-либо случая рассматриваемой задачи, при 
котором мы отбрасываем элементы или количества, 
принимаемые нами в качестве очень малых величин. 
Это решение образует первую степень приближения; 
затем его исправляют, учитывая постепенно отбро- 
шенные величины. 

В задачах механики, которые можно разрешить 
только путем приближения, обычно первое решение 
находят, принимая во внимание только главные силы, 
действующие на тела; для того чтобы это решение 
распространить на другие силы, которые можно на- 
звать возмущающими, проще всего сохранить форму 
первого решения, но рассматривать входящие в его 
состав произвольные постоянные как переменные 
величины; ибо если величины, которыми мы прене- 
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брегли и которые мы теперь хотим учесть, очень малы, 
то новые переменные фактически будут почти посто- 
янными и к ним можно будет применить обычные 
методы приближения. Таким образом вся трудность 
сводится к нахождению уравнений между этими пе- 
ременнцыми. 

Мы знаем общий метод варьирования произвольных 
постоянных интегралов дифференциальных уравнений 
с целью согласования этих интегралов с теми же 
уравнениями, но с прибавлением к ним определенных 
членов; однако та форма, которую мы в предыдущем 
отделе (п. 10) придали общим уравнениям динамики, 
имеет то преимущество, что она дает некоторое соот- 
ношение между вариациями произвольных постоян- 
ных, вводимых при интегрировании, которое особенно 
упрощает формулы этих вариаций в задачах, где они 
выражают действие возмущающих сил. Мы выведем 
сначала это соотношение; затем мы дадим наиболее 
простые уравнения для определения вариаций про- 
извольных постоянных в интересующих нас проблемах. 


$ Г. Вывод общего всоотношения между вариациями 
произвольных поетоянных из уравнений, 
приведенных в предыдущем отделе. 


2. Пусть имеется какая-либо система тел т, нахо- 
дящихся под действием ускоряющих сил Р, О, А...., 
направленных к каким-либо неподвижным или под- 
вижным центрам и пропорциональных каким-нибудь 
функциям их расстояний р, 49, тг,... от этих центров. 

Допустим, что, приняв во внимание условные урав- 
нения системы, мы выразим координаты 2, у, 2 каж- 
дого из тел в функции других переменных 
2, 1, Ф,..., которые совершенно независимы друг от 
друга и служат для определения положения системы 
в любое мгновение. 

Для движения всей системы мы будем иметь урав- 
нения п. 10 предыдущего отдела; легко видеть, что 


414 ДИНАМИКА 


эти уравнения являются уравнениями второго порядка 
по отношению к переменным &,ф, $Ф,...; таким 
образом полные значения этих переменных, которые 
будут найдены путем интегрирования и которые бу- 
дут выражены в виде функций времени #, будут 
содержать в себе вдвое большее число произволь- 
ных постоянных, чем имеется переменных. Так как 
эти постоянные должны оставаться произвольными, 
то их можно произвольно изменять; таким образом 
рассматриваемые уравнения можно будет дифферен- 
цировать по этим постоянным, которые согласно 
предположению содержатся в выражениях пере- 
менных &, ф,ф, ... 

3. Положим для большей простоты 48 == "4 
4ф =ч” Е, 4х = $'4+,...; тогда величина Т будет 
функцией &,4],$...иёй,\Ф’,Ф,..., и если силы 
направлены к неподвижным центрам или к телам са- 
мой системы, то величина’ У будет простой функ- 
цией &,ф,о,... В этом случае, положив й =Т— У, 
мы будем иметь 


г _ 102 ЭГ _ 1 02 т 1 92 , 
АЕ 0’ 5 & 9’ 5% до ''°” 


символ б здесь можно заменить символом д, так как 
он служит только для выражения частных дифферен- 
циалов. 

Таким образом дифференциальные уравнения дви- 
жения системы (п. 10 предыдущего отдела), будучи 
помножены на 4, сведутся к следующему более 
простому виду: 


97 7 
Чт —5= @&=0, 
97 07 
972 07 
45 — 95 = 0, 
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4. Продифференцируем эти уравнения в смысле сим- 
вола 5 *), который мы отнесем исключительно к ва- 
риациям произвольных постоянных, содержащихся в 


выражениях переменных &, {, Ф,..., функцией кото- 

рых является #; так как символ 4, находящийся в 
97, 97, 

членах Ч орт, эф’, ‘*' ОТНОСИТСЯ ТОЛЬКО К перемен- 


ной #, выражающей время, можно согласно принципам 
вариационного исчисления двойной символ 64 заменить 
символом 45; указанным путем мы получим следую- 
щие уравнения: 


97 97, 
97, 07, ‘ 
07, 97 


Точно так же, если для выражения других вари- 
аций тех же произвольных постоянных мы применим 
символ А, то мы получим 


4427. — А22 =0 


дЕ” дЕ 
97 97, 
97, 97 


5. Если теперь первую группу уравнений умно- 
жить соответственно на Дё, Дф, До,... и из их суммы 
вычесть сумму второй группы уравнений, умножен- 


*) Здесь предполагается, что после интегрирования этих 
уравнений вместо переменных &, {ф,... подетавлены их общие 
выражения, полученные с помощью этого интегрирования. 
Тогда уравнения превращаются в тождества и их можно дид- 
ференцировать по различным буквам, входящим в их состав. 
(Прим. Бертрана.) 
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ных соответственно на 9&, ду, до,..., то мы получим 


97 92 97 


ЧА” РА АБ р и. — 

— (48557 | миз, + 85” С. ..)&— 

— (345 + Ар - эн 2 + ‚..)@=0 

Но ый при этом 


ДАЁЕ = АЕ = АЕ, ибо 4 = АЕ следовательно, 
даб = 4 (№85 )— А 
Подобным же образом-мы будем иметь 


ЗА р’ = 9 (ЗЕ) — ЗА И, 


и такие же формулы для других величин. 
С помощью указанных преобразований предыдущее 
уравнение будет приведено к следующему виду: 


Ааа + му + №85 +... | 


97 
— 9 — Ао А 57 — | 


> — | 
2 
и - миа, + №98 9> - 


о 
(+ 
НА ЗО АУЗЬ, + АЯ +... 
...- 


4 
.| ЕЛ бе ЗАЗ + 895, + 

я. 4 = 0. 
и. ‚+ 


| 
| 
| 


6. Если развернуть выражения 322 5 ‚о 5 ее) 


равно как аналогичные ИМ выражения 7А\ Е , 
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А = ,..., рассматривая при этом 2 как функцию 6,7, 
> 

ф,...иб@,фф,..., то легко видеть, что члены 


предыдущего уравнения, будучи умножены на 9, 


взаимно друг друга уничтожают. Действительно, мы 
имеем 


97, 927 


Е - "бЕВ Е Е ф-.. + та Е — т 5’ -..., 
22: _ 922 927 | 927 987 |, 

В ВЕ О В. рр 8+ тв... 
92 _ 072 97 927 

О 8Е+ ах, ра ор ми... 
92 _ 07 

В ВЕ ры ВН. пра 88+ о ЗУ... 


ош оо С 9 


Если члены расположить в порядке по отношению 


частным дифференциалам 2, то мы получим следую 
щее разложение: 


=+* х НА + о 5 (АЕ3ф--Аф 8) 5 г а Аз. 
Ч ое (113  8'8) + кор (АЕ ЗУ 88) +... + 
+ дров (АУ ЗЕ мы + ур (49 МАИ в+ + 


+ ет АЕЗЕ + ор (АЗ + УЕ") + ря УЗ + 


ооо оф фу 


Если символы би А переставить один на место 
другого, то мы получим аналогичное разложение 


АЕ ЗА +... НЕА + ЗА у 


27 жк. Лагранж, т. 1 
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Мы видим, однако, что эта замена не вызывает ника- 
кого изменения в предыдущем разложении; отсюда 
следует, что приведенные два выражения тождествен- 
ны; а так как они встречаются в указанном выше 
уравнении с противоположными знаками, то они 
должны взаимно уничтожиться. 

7. Таким правок мы получаем просто уравнение 


ДЕЗ ®. +48 А +.. 


— 527. м -— ЗА у — 5 А, _... 
в котором вместо можно поставить ТГ, так как 
2 =Т-—У, аТ не должно содержать в себе перемен- 
ных &',{', Ф',... (п. 3). 


Из приведенного уравнения видно, что величина 


= 0, 
9Е’ _ 


Г Г ТГ 
АЕБ бе + 98 у АВ и +... — 


ОТ ОТ ОТ 
— Ао — ЗА Бр — А, —... 


необходимо всегда является постоянной по отноше- 
нию ко времени $, к которому относятся дифферен- 
циалы, обозначенные символом 4. Таким образом, 
если в эту величину подставить значения перемен- 
ных &, {, ф,..., выраженные в виде функций # 
и произвольных постоянных, полученные из урав- 
нений какой-либо задачи механики, то переменная # 
сама собою исчезнет, каковы бы ни были те вари- 
ации, которым подвергнуты эти постоянные в ве- 
личинах, снабженных символами 5 и ДА. Здесь мы 
имеем новое весьма замечательное свойство функ- 
ции Г, выражающей живую силу всей системы, ко- 
торое может дать общий критерий для суждения 
о точности решения, найденного с помощью какого 
угодно метода. Но, как мы это покажем ниже, важ- 
нейшее применение эта формула находит для варьиро- 
вания произвольных постоянных в вопросах механики. 
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$ П. Вывод простейших дифференциальных 
уравнений для определения вариаций произвольных 
постоянных, проиеходящих 
от возмущающих еил. 


8. Теперь предположим, что после разрешения 
задачи, содержащейся в дифференциальных уравне- 
ниях п. 3, путем полного интегрирования этих урав- 
нений, возникает вопрос о разрешении той же задачи, 
но с прибавлением новых сил, приложенных к той 
же системе, причем эти силы направлены к непод- 
вижным центрам или же к центрам, движущимся 
каким угодно образом, и пропорциональны функциям 
расстояний от этих центров. Эти новые силы, кото- 
рые можно рассматривать как силы, возмущающие 
движение системы, и которые имеют природу, подоб- 
ную силам Р, О, В,..., от которых зависит функ- 
‚ция Г, прибавят к этой функции аналогичную функ- 

цию, которую мы обозначим через —. О. Таким обра- 
зом надо будет подставить только И — О вместо И 
в уравнениях п. 10 (предыдущего отдела) и, следова- 
тельно, (— О вместо 2 в соответствующих членах 
уравнений п. 3, содержащих частные дифференциалы й 
по &, 4, Фф,..., — чтобы получить уравнения новой 


задачи, которые, таким образом, будут иметь следу- 
ющий вид: 


97, 07, 90 
Ч орт `— Е @& = Е СЕ, 
97 97 90 
Чи — эъ 4 = 9х Ч 
97, 97 90 
49 — 35 @ = 55 44 


9. Если допустить, что нам известны выражения 
переменных &, ф, ф,... через & и через произволь- 
ные постоянные в случае, когда правые части при- 
веденных уравнений равны нулю, можно, сохраняя 
неизменными эти выражения, но делая переменными 


21* 
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их произвольные постоянные, добиться того, что 
они будут полностью удовлетворять этим уравне- 
ниям; приводимый нами ниже анализ и имеет целью 
дать простейшие формулы для определения этих 
постоянных, ставших переменными. 

Прежде всего отметим, что число этих постоян- 
ных вдвое больше числа переменных &, Ф, 5,..., 
как мы это уже указали выше (п. 2), и, следова- 
тельно, вдвое больше числа уравнений, которым 
мы должны удовлетворить; поэтому мы можем их 
подчинить еще некоторому количеству произвольных 
условий, равному числу этих переменных. 

Наиболее простыми и в то же время наиболее 
подходящими для этого являются условия, заключа- 
ющиеся в том, что значения 45. а. 4 ... сохра- 

4’ а’ 4’ 

няют тот же вид, как если бы постоянные в них 
совершенно не изменялись. При этих условиях не 
только пространства, проходимые телами, но и их 
скорости будут выражаться аналогичными форму- 
лами, как в том случае, когда произвольные посто- 
янные остаются неизменными, что имеет место при 
отсутствии каких-либо возмущающих сил, так и 
в случае, когда они изменяются вследствие действия 
этих сил. 

Сверх того указанные условия обладают еще тем 
преимуществом, что дифференциальные уравнения ме- 
жду новыми переменными они сводят к уравнениям 
первого порядка, в результате чего мы получаем 
вдвое большее число уравнений, но зато лишь 
первого порядка. 

10. Если, как в п. 4, символ 6 применить для 
обозначения дифференциалов, получающихся исклю- 
чительно вследствие варьирования произвольных по- 
стоянных, а символ 4 относить только к дифференциа- 
лам, взятым по времени #, то условия, о которых 


мы только что говорили, выразятся с помощью урав- 
нений 


=0, =0, 3Ф=0. 
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Следует отметить, что в этих уравнениях все произ- 
вольные постоянные должны одновременно рассма- 
триваться как переменные, так что в дальнейшем 
символ $ будет указывать на одновременное *) измене- 
ние всех произвольных постоянных, — между тем как 
в формулах п. 4 и следующих тот же символ, равно 
как и другой символ А, означал вообще дифференциа- 
лы, относящиеся к изменению всех постоянных, или же 
только некоторых из них, произвольно взятых. 
Итак, если изменять все величины, то дифферен- 


циалы &, 4, $Ф,... будут просто 4&, @, аФ,..., или 
2' 41, Ф' а, Ф’4,..., как если бы изменялось только 
время 2. 


Таким образом функция ( в уравнениях п. 8 бу- 
дет одной и той же независимо от того, будем ли 
мы произвольные постояпные считать переменными 
или нет; но если их рассматривать как переменные, 


д 92 92 
то к дифференциалам 457. Ч ут, Ч оо, ..., Следует 
= 97 92 97, 
прибавить члены Е, бор, 5 дет › ..., Появляю 


щиеся вследствие варьирования этих постоянных. 

С другой стороны, согласно допущению, функ- 
ции # и постоянных, выражающие значения &, Ф, 
ф,... тождественно удовлетворяют тем же самым 
уравнениям, но только в том случае, когда эти по- 
сетоянные не варьируют, отсутствуют вторые члены, 
каковы бы в остальном ни были их значения; отсюда 
ясно, что члены 
27 02 108 08 р 408, 08 
97 0” бо 0“ “д 95 
должны взаимно уничтожиться и, следовательно, их 
можно заранее опустить. 


а 4... 


*) То-есть изменение функций, которые замещают эти по- 
стоянные и которые в каждой задаче являются вполне опре- 
деленными, так что их значение является функциеи времени, 
изменение которого не имеет совершенно ничего произволь- 
ного. (Прим. Бертрана.) 
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Таким образом для вариации произвольных по- 
стоянных мы будем иметь просто следующие урав- 
нения: 


д д 
9 об, 500 00 и, 328 20 
ф дф 


2Е7 = ЭЕ 4, бэр = 9 4,...: 
последние следует скомбинировать с приведенными 
только что уравнениями 086 =0, 9] =0, 89=0,... 

Так как число этих уравнений вдвое превышает 
число переменных &, {, $Ф,... и, следовательно, равно 
числу произвольных постоянных (п. 2), то их ока- 
жется достаточно для определения всех этих посто- 
янных, ставших переменными. 

11. Если найденные нами только что уравнения 
помножить соответственно на Д&, Дф, До,... и за- 
тем сложить, то мы получим 


ЕВ Абу +9 би... = 
(о АА +...) 4 


Выражения ДЁ, Дф, До,... означают здесь, как и 
в п. 4, дифференциалы функций &, Ф, ф,... в пред- 
положении, что изменяются каким угодно образом 
только произвольные постоянные, причем они могут 
изменяться или все одновременно, или же только не- 
которые из них. 

Если О рассматривать как функцию &, ф, $,..., 


то, продифференцировав согласно символу АД, мы по- 
лучим 


АО = 5 АЕ +57 А 28 >, Ф-. 
 едоватольно, мы дем иметь 
92 927, 97 
АО 41 = АЕБ 5р + 26 + А8) +... 
Вычтом из правой части этого уравнения величину 


97, 97 97 
Е + ЗА 5 АУ... 
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которая в силу условных уравнений 8 =0, 94} =0, 
35 =0,... равна нулю, тогда мы получим следую- 


щее общее уравнение: 
ЛО 4 -— ЛЕВ + АЗ ор + 985 ... — 
ЗЕЯ — 2 52 


ФА У—... = 


о Фф 5, 
А + 985 Г +985 ы+...— 
ЭТ эт 
, 
— 555 — Ау — — А ар ие) 
поставив Т вместо 4, как мы это зал в пункте 7. 
Мы видим, что правая часть приведенного выше 
уравнения представляет собою ту самую функцию, 
относительно которой мы показали, что она должна 
быть независимой от времени # (п. 7); отсюда сле- 
дует, что-если в ней подставить значения &, Ф, ф,... 
в функции времени и произвольных постоянных, 
‚можно # положить равным нулю или какому угодно 


числу. 
12. Следовательно, если предположить, а это 


всегда допустимо, что эти функции, а равно и функ- 
ции, выражающие значения — р т о ‚.... раз- 
ложены в ряды по восходящим степеням & так что 
аи Её Р-иВ-..., 
ФЕВР. 
ф=У-Т 2 УЕ УВ. 


= АНА’ рев. 


и аниыетыв а... 


эс У У ЕНУЙ УВ -.. 
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и если эти значения подставить в правую часть 
уравнекия предыдущего пункта, то мы можем поло- 
жить #=0, в результате чего они сведутся только 
к своим первым членам о, В, 1,..., ^, в, у,... 

Таким образом указанное уравнение примет сле- 
дующий вид: 


ДАО 41 = Ах 6 + АВбц -- Дубу+... — 
— АЛ да — Ди 5В — Ау --... 


13. Величины «, В, 7,..., ^, [, у... могут быть 
только функциями произвольных постоянных, вно- 
симых двойным интегрированием в конечные вы- 
ражения переменных &, 4], ©®,..., и их можно то- 
же принять в качестве этих самых постоянных 
величин. 

Действительно, произвольными постоянными, при- 
дающими решению какой-либо задачи механики всю 
ту общность, какую, она способна иметь, являются 
начальные значения переменных, а равно начальные 
значения их первых производных, иначе говоря 


4Е 4 45 

значения &, Ф, Ф,.... И оо ›°.: При #= 0; 
таким образом в принятых нами для &, 4, фФ.... 
выражениях эти значения равны «, В, у,.... &®, 0, 
у,... А так как СТ является заданной Функ- 

4 4 р 

№ , __ @> 7 __ , _ ЧФ 
цией &, 4, фу... Иб =, =, =...) 


то ясно, что если положить #=0 в функциях 
ОТ Э9Т ОТ 


27) Эф’ 95’’*° что их сведет к ^), вц, у,..., то 
эти постоянные ^, ц, у... будут такими же функ- 
циями постоянных &, В, т,..., 9, В’, 1’,..., какими 
ОТ ЭТ ЭГ 
являются функции 827) У до’ **' по отношению 
к переменным &, ф, $,..., б, 1, ох’... Следова- 
тельно, вместо того чтобы в качестве произвольных 
постоянных взять непосредственно оч’, В’, 1’,..., 
можно взять зависящие от них ^, ц, у,.., Таким 
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образом мы будем иметь ох, В, 1,..., ), цы, у,. 
в качестве ны постоянных в выражениях 
для &, 1, Ф,...; причем, как мы видим, число этих 
пост онных ровно вдвое больше числа переменных 
=, у, ф,... 

В соответствии с изложенным дифференциал ДО, 
в котором символ А должен быть отнесен только 
к произвольным постоянным, входящим в состав © 
в связи со значениями &, р, ф,..., содержащими 
эти постоянные, — получит следующий вид: 


д9= 72 Аа ° жи Ду... - 
+7 уе ь +70 Ду-. 


Если это выражение подставить в первый член урав- 
нения предыдущего пункта и расположить члены 
по дифференциалам, обозначенным симзолом А, то 
мы будем иметь 


(вы @ — 8%.) а + (в 1—8) АВ 
+ (554 —8) АН... + ох 46 8) АХ + 
НЕ (ды Е -+ ЗВ) Аи (4+ У)... =0. 


Так как дифференциалам До, ДВ,..., обозначенным 
символом А, можно дать любое значение, то необхо- 
димо, чтобы уравнение оставалось в силе независимо 
от этих дифференциалов, что дает нам столько част- 
ных уравнений, сколько имеется постоянных, а 
именно 


90), _ о 2о 
дк @ = 8, фр, од», 


90 ‘’ 00 
5х @Ё = — 64, ды 9 = — ЗВ, илов... 
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14. Дифференциалы, обозначенные символом 5, явля- 
ются собственно дифференциалами произвольных посто- 
янных, ставших переменными (п. 10); а так как эти 
дифференциалы могут быть теперь отнесены и ко вре- 
мени &, то представляется допустимым и даже удобным 
заменить символ 6 символом 4; тогда для определе- 
ния новых переменных &, В, \,..., ), ц, у... мы 
будем иметь следующие уравнения: 


4 09 48 __ 00 ау _ _ 09 
а ’ а д’ %Ш 09 ’'’’? 
4 во аи до ау до 


м = Тб’ = Тв, ШТ др ›''°; 


как видим, эти уравнения имеют очень простой вид 
и таким образом дают наиболее простое решение за- 
дачи о варьировании произвольных постоянных. 

15. Так как функция О содержит величины ох, 
В, у,..., Л, ц, у,..., ТО их следует рассматривать как 
переменные; также и в частных дифференциалах этой 
функции, но так как согласно допущению значение &2, 
зависящее от возмущающих сил, очень мало, то ясно, 
что и вариации произвольных постоянных будут очень 
малыми, а потому в первом приближении их можно 
рассматривать в частных дифференциалах © как по- 
стоянные и принимать во внимание их изменчивость 
лишь при дальнейших приближениях. 


Обозначим через а, 6, с,..., [, т, п,... постоян- 
ные части «, В, 1,..., ^, ц, %,... и через «’, В’, 
у’,... Л, Ц, У,...-—их переменные части, которые, 


будучи одного порядка с величиной @, необходимо 

должны быть очень малыми, и пусть О — значение, 

принимаемое величиной 42, когда, В, у,..., Л, Ц, у,... 

заменяются величинами а, 6, с,... т, п,... 
Таким образом мы будем иметь 


и=а+а, ВЕБ-В, т=е+-1",.. 5 
АА, и=т+и, у=п У, ..., 


) ) 


ПРИБЛИЖЕННЫМ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ 497 


а путем разложения получим 


90, 90 „, 90, 
О =О- и + В ДУ +... + 


Дифференциальные уравнения предыдущего пункта 
дадут 


20 __ 29 


‚_ 00 ‚_ Г __ 
Чо == — т 01, В = — 5 4 == Эп Ч..., 
00 ‚_ 90 ‚_ 00 
ЧА = - 5. 4%, Чи = р 41, 49 = 4..., 
так как очевидно, что частные дифференциалы по 
х, В, \т,:.., А, ц, У... могут быть отнесены к ана- 
логичным величинам а, 6, с,..., [, т, п,... 


Для первого приближения мы будем иметь О = О, 
где О представляет собою функцию только #; следо- 
вательно, путем интегрирования мы получим 


‚600 ‚_ 600 000 
и=—\ 5746 =—\5= 4, г=—\ 546... 
20 ‚600 00 
А + (= 44 — \ 55-46 = \ 55 46, ... 


Подставив эти значения в выражения для ®, мы 
получим для второго приближения 


+ .— 80 4+ 


да ° 90а \ д 
90 [гдо 90 ГдОо 
+ дт | `8 41 — | бт @ + 


и так далее. 

16. Здесь следует сделать одно важное замечание. 
Если функция О содержит время только под знаком 
синуса или косинуса, то ясно, что в первом прибли- 
жении значение © будет содержать только те же си- 
нус и косинус. Однако может возникнуть сомнение, 
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не будет ли эта функция в дальнейших своих прибли- 
жениях содержать членов, в которых время # нахо- 
дится вне знаков синуса и косинуса и которые, не- 
прерывно нарастая, увеличивают значение © до бес- 
конечности и, таким образом, делают приближение 
неверным. 

Для того чтобы Устранить это сомнение, отметим, 
что подобные члены могут произойти лишь от посто- 
янной чаети ©, т. е. от части, которая совершенно не 
содержит синуса и косинуса, заключающего в себе {. 

Так, пусть А будет этой частью, которая является 
функцией произвольных постоянных а, В, ф,..., 
Л, и, у... Тогда и О будет содержать в себе по- 
добную функцию а, 6, с,..., [ т, п,..., которую 
мы тоже обозначим через А. 

Подставив А вместо О в выражение О, приведен- 
ное в предыдущем пункте, мы получим во втором 
приближении ту часть ©, которая происходит от 
постоянной А; эта часть составит 


А ОА , А ОА А ОА А ОА 
А+ Эа # — да 9% Рот 55 Бат + 


Как видим, здесь члены, содержащие в себе &, вза- 
имно уничтожаются. 

Таким образом мы уверены, что второе прибли- 
жение не д®ст в О какого-либо члена, который 
возрастал бы со временем #; следовало бы однако 
еще посмотреть, не могут ли образоваться подобные 
члены при дальнейших приближениях. 

Впрочем, тот же самый постоянный член А мог 
бы еще дать в О члены, умноженные на $, которые 
скомбинированы с непостоянными членами той же 
функции О; но тогда это $ стоящее вне синуса или 
косинуса, было бы одновременно умножено на синус 
или косинус углов, пропорциональных времени. То 
же самое имело бы место, если бы коэффициент # нод 
знаком синуса или косинуса был функцией произ- 
вольных постоянных ох, В, 1,..., так как в этом 
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случае частные дифференцирования © по этим посто- 
янным вывели бы # из-под знака синуса или коси- 
нуса. Можно, однако, отметить, что вообще, когда 
последовательные приближения приводят к появлению 
членов указанного вида, в которых синус или коси- 
нус оказывается умноженным на угол, стоящий под 
‘знаком синуса или косинуса, то этого рода члены 
почти всегда являются результатом разложения дру- 
гих синусов или косинусов и их можно избежать, 
интегрируя дифференциальные уравнения непосредст- 
венно между произвольными постоянными величинами, 
ставшими ныне переменными. 

17. Хотя примененные нами произвольные посто- 
янные являются такими величинами, которые пред- 
ставляются нам более естественными и которые при- 
водят к более простым результатам, тем не менее 
зачастую бывает так, что различные интеграции 
вводят вместо них другие постоянные, которые, 
однако, могут быть лишь функциями первых. 


Обозначим вообще через а, 6, с,..., произвольные 
постоянные, которые должны войти в выражения 
переменных &, {, $,..., причем число этих постоян- 


ных доляно быть вдвое больше числа переменных. 
Для того чтобы получить соотношения между этими 
новыми постоянными и первоначальными, достаточно 
положить #=0 в значениях функций &, 1, ®... 
9Т ОТ ОГ 
57» ор’ 07° И полученные при этом результаты 
приравнять величинам а, В, т,..., Л, ц, у,... Ука- 
занным путем мы получим такое количество уравне- 
ний между различными постоянными, что © их 
помощью можно будет определить значения а, 6, с, 
в функции «, В, у,..., ^, ы, ,,... 

Итак, мы будем рассматривать эти функции как 
известные; дифференцирование нам даст тотчас же 


да = + 5 Ча -- 5548 + 5+. ыы 
а 4+... 


430 ДИНАМИКА 


Следовательно, подставив найденные только что 


(п. 14) значения 4х, 48,... И разделив на 42, мы 
получим | 
а да 90 да 90 да 90 


а То ет эра Гат... — 
да 90 _ да 90 _ да 90 
ди 9^ 08 9 09 т: .: 
Аналогичные выражения будут получены нами 


„ 945 с 
для значений --, 3.-,..., Для которых достаточно 


в предыдущем уравнении вместо а поставить 6, с,... 

18. Приведенные формулы содержат, однако, еще 
частные дифференциалы О по постоянным ох, В, 
у,..., И Их следует заменить частными дифференциа- 
лами по а, 6, с...., что легко выполняется с по- 
мощью известных операций. 


Действительно, так как О рассматривается теперь 


как функция а, 6, с,... и так как эти последние 
величины сами по себе являются функциями од, В, 
у,..., Л, Ц, У,..., ТО согласно алгорифму частных 


дифференциалов мы тотчас же получаем 
90 90 да 90 05 90 дс 
"да — да ды Г `0Б ‘ды Г бе бы Г" 
90 о аа 90 дБ 90 дс 
98 — да 98 1 55 0 Ре 08 —`'°, 


® ® ® * ® ® ® ® ® ® .еэ 


и эти значения следует только подставить в выраже- 


4 46 
ния Для а г ›... предыдущего пункта. 


Если пройзвести указанные подстановки и раеспо- 
ложить члены по частным дифференциалам ©, то мы 


прежде всего увидим, что коэффициент 5-- . В значе- 
аа 90 
нии ;. равен нулю, что коэффициент -› в значении 


Я равен нулю ит. Д. 
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аа 
Чтобы выразить —,мы применим формулу 


РТ. 
4а о 90 
ар = (@, 0) э5 + (а, ор +...; 
тогда мы получим 
да 96 да 06 да ОБ 


(46) = + бы Ра 8 Г 5 5% т... — 


—— к —— > —— ыы — — 
—> 


д% 9% В ды д’ ду "`'? 
да дс да дс да дс 
(а, с) = На) 5х ив Ра т. 
ба 0 да 06 _ да 06 
д“ д» 08 ди д м’°°’ 


о ор о ооо ру 


Для того чтобы получить значение следует 


[9 

ар ' 
только в приведенных выше формулах поставить 6 
на место 4 и а на место 6, приняв при этом во вни- 


мание, что (6, а) = — (а, 6); таким образом мы полу- 
чим 
46 90 90 
а о РО щ +. .., 
9 дс 9 дс 9 дс 
(6, С) = о да РТ т. 


96 дс О дс 96 дс 


— ———_—_—_—_—_— — — — = ——— — 


ОВО" ЗОВИ ЗОООИИК ВОИ ЗОО ЗВОНИ ЗОО ООО ЗОО ОИК ЗОО ЗОВИ ЗОО ЗОООАИК ЗИК ЗВИОАИК ЗОВИ ЗИК ОИК ОК 


Вообще, если через А обозначить какую-либо из 
произвольных постоянных а, 6, с,... и принять во вни- 
мание, что значение символов, выраженных двумя 
скобками, равно нулю, когда обе буквы, стоящие в 
скобках, тождественны, и что оно изменяет свой знак, 
когда порядок букв изменяется, то мы получим 
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следующие общие формулы: 
АК 90 90 7 90 
= == (, а) 7 + (%, 5) эр + (, с) = -.. 
ОК да Ок да ОК да 
(А, а) = Раз 1 Эн. 8 Ру эт. — 


ЭК да ОК да ЭК да 


— = дц —— = —ы— ——— —— —— 


9% 0). ЭВ ди д0у д“ И, 


°) 


19. Приведенные выше формулы применяются 
главным образом в теории планет для вычис- 
ления их возмущений путем сведения задачи 
к вариации произвольных постоянных, являю- 
щихся элементами первоначального движения. Они 
особенно полезны для определения тех изменений, 
которые астрономы называют вековыми, так как они 
имеют очень длинные периоды и не зависят от тех 
изменений, которые происходят в первоначальных 
переменных величинах. 

Уравнения п. 18 не содержат в себе никаких иных 
функций времени, кроме частных дифференциалов 
функции О; поэтому, когда определяют ту часть А 
функции О, которая не зависит от времени Ё и 
содержит только произвольные постоянные а,6,с,..., 
путем разложения в ряды или каким-либо иным спо- 
собом, то достаточно в этих уравнениях поставить А 
вместо 9, и тогда мы прямо получим уравнения между 
величинами а,б,с,..., которые стали переменными, 
и временем #; эти уравнения послужат для определе- 
ния их вековых изменений, так как они совершенно 
свободны от всяких синусов и косинусов. 


$ Ш. Доказательство важного свойства величины, 
выражающей живую еилу в системе, находящейся 
под дейетвием возмущающих сил. 


20. Произвольные постоянные, вариации которых 
мы только что дали, зависят от природы каждой 
задачи и могут быть определены только в особых 
случаях. Существует, однако, одна постоянная. 
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которая бывает представлена вообще во всех задачах, 
где У является только функцией &,{ф,$,...; это — та 
постоянная, которую интегрирование должно прибавить 
к #: в самом деле, так как дифференциальные уравне- 
ния в этом случае содержат только элемент 4, то 
-ясно, что в конёчных выражениях постоянных в функ- 
ции { всегда можно вместо $ поставить #& плюс неко- 
торая произвольная постоянная. 

Обозначим эту постоянную через К и отнесем к 
ней дифференциалы, обозначенные в общей формуле 
п. 11 символом Д; тогда мы будем иметь 


_ 90 _ 0 9 
ДО =. АК, АЕ = - „К, Ду =-к АЁ,... 


Но так как ЕЁ, $... являются функциями # -|- К, 
то ясно, что мы будем иметь 

98 — 46 Е! 

К Ч. 
а также 


2—4 0% _ 0 
9 а *'’ ЭК 4: ®’°’’ 


Следовательно, 
ДЕ =#'АК, Дф=у'АК, До=фдК, ... 


По тем же основаниям мы будем иметь 


й 97 1 7 
0% _ _ 08 р _ (0 
А у = ---АК, А 5 = з- АК,... 
Но дифференциальные уравнения пункта 3 дают 
р 97 97, 
97 _ 02 9 _ 08 
В Е’ о 9%? ** 
следовательно, 
92 _ 07 92 07 пр 
9’ ` дЕ АК, А у = 5 АК,... 


28 эк. Лагранк, т. Т 
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Таким образом блаодаря указанным подстановкам и 
после деления на АК общая формула пункта 11 при- 
нимает следующий вид: 


к = 5 УЗ зу +9895 


97 
2—3 5 №. 


Но мы имеем 
1 92 } 97 у 97, __ 
‚ 97 ‚ 92 ‚ 92 
(Ра НИ +9 +...) 


97 7 92 / 97 ! 
И 


а так как 7 по предположению должна быть функцией 
Ч 5,...и &', Ч, Ф..., то мы будем иметь 


+ р ми 2 вы +. 


Таким образом предыдущее уравнение преобразуется 
к следующему виду: 


90 ‚ 97 ‚ 97 ‚ 97 „м. 
а О-В В 


в этом уравнении правая часть должна быть функцией 
произвольных постоянных, не зависящей от &. 
21. Если вместо 2 мы поставим Г— И, а вместо 
4 4$ 49 
! 7 7 
5, ф,... поставим =>, о. (1. 3) 
видеть, что величина 


то легко 


) 


‚ 97 ‚ 02 ‚ 92 
а НЧ зу +9 де” ' 


и 
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представляет собою совершенно то же, что и следую- 
щая величина: 


Г 57 57 
за 45 + зар 49 зах +. ТИ, 


_которая, как мы видели, всегда равна постоянной 


величине и которая сводится к Г--У (отд. ТУ, п. 14); 
отсюда вытекает уравнение 


Т+У=Н, 


выражающее принцип сохранения живой силы системы. 
Следовательно, если принять НЯ за одну из произ- 
вольных постоянных, то для ее вариации, вызванной 
возмущающими силами, содержащимися в функции ©, 
мы получим следующую весьма простую формулу: 


90 


22. К этой формуле можно притти и другим, более 
коротким, путем. В самом деле, если вернуться к 
уравнениям п. 8, сложить их, предварительно помно- 
жив соответственно на 4&, 44, 4Ф,.:., и проинтегри- 
рогать, применив при этом те же самые преобразования, 
которыми мы воспользовались в п. 14 предыдущего 
отдела, то мы прямо придем к уравнению 


90 90 О 
тУ=Н- | (Е + +...) 


В этом уравнении величина, стоящая под знаком ин- 
теграла, вообще говоря, не интегрируема, так как 
функция О вследствие подвижности, которую можно 
предположить у центров возмущающих сил, будет 
помимо переменных &, |, ф,... содержать еше и 
другие переменные, не зависящие от первых. 

том случае, когда никаких возмущающих сил не 
существует, мы имеем просто ТГ-У =А. Ясно, что 
эту форму можно сохранить у интеграла, который мы 


28* 
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только что нашли, если постоянную Я превратить в 
переменную и положить 


Г 


аН = ^ + у +54 Ф-...; 


но очевидно величина 


ЧЕ 4 +9 @ф -... 


есть не что иное, как дифференциал О, если изме- 
нять только величины &,4{,$,..., которые зависят 
от первоначальных дифференциальных уравнений и 
которые согласно допущению известны в функции 
[1 К, где К, как и вп. 20, представляет собою по- 
стоянную величину, которая всегда может быть при- 
бавлена к переменной #. А так как переменные 
Еф, Ф,... изменяются только со временем &, то легко 
видеть, что рассматриваемая величина представляет 


90 
собою то же самое, что и 5; 4; следовательно, как 


Еу:а 
и выше, мы получаем уравнение 
ан _ 90 
4 ОК ° 


23. Это уравнение может быть приведено к сле- 
дующему виду: 
ан _ 00 
4 9, 


при условии, что в частном дифференциале © мы будем 
изменять величину { только постольку, поскольку 
она содержится в выражениях переменных &, {,Ф,... 
Из этой формулы следует, что если функция © 00- 
держит время #{ только под знаком синусов и коси- 
нусов, как это имеет место в теории планет, то 


90 
выражение — будет содержать только перио- 


дические члены, так как каждый постоянный член о 
при дифференцировании по $ исчезает. Таким образом 
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в первом приближении, когда произвольные постоян- 
ные, входящие в функцию О, мы рассматриваем как 

2 а 
0% } 
т. е. значение Н, не будет содержать членов вида 
МЕ, которые возрастали бы со временем #. Выше (п. 16) 
мы видели, что второе приближение не может соз- 
дать в О члена, который не был бы периодическим; 
таким образом по отношению к величине Н этот 
вывод будет иметь силу еще и при втором прибли- 
жении. 

24. Величина Г выражает живую силу системы и 
равна Н — И. Когда система не подвергается действию 
каких-либо возмущающих сил, М является постоян- 
ной величиной и экивая сила зависит только от ускоряю- 
щих сил, содержащихся в выражении У ‚как мы это виде- 
ливп. 34 отд. Ш. Э та величина становится переменной, 
когда имеются возмущающие силы; следовательно, 
пед действием этих сил живая сила тоже изменяется; 
однако из того, что мы только что доказали, ясно, 
что ссли выражение для возмущающих сил является 
периодическим, то эти изменения могут быть только 
периодическими по крайней мере в первых двух 
приближениях. Этот вывод имеет большое значение 
для определения возмущений. 


абсолютно постоянные, интеграл величины 


итак 


ОТДЕЛ ШЕСТОЙ. 
О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ. 


Дифференциальные уравнения любой системы тел 
бывают всегда интегрируемыми в том случае, когда 
тела лишь очень мало удаляются от своих положений 
равновесия; тогда можно определить законы колеба- 
ний всей системы. Общий анализ этого случая, имею- 
щего очень широкое распространение, и разрешение 
некоторых относящихся сюда основных задач и со- 
ставляют предмет настоящего отдела. 


$ 1. Общее решение проблемы о малых колебаниях 
еистемы тел около их точек равновесия. 


1. Пусть а, 6, с — значения прямоугольных коор- 
динат 1, у, 5 тела т системы в положении равно- 
весия. Так как согласно допущению система при 
своем движении лишь очень мало удаляется от своего 
положения равновесия, то мы имеем вообще 


р=а-а, УЕЬЧВ 2=с+т, 


где переменные «, В, у всегда очень малы; следова- 
тельно, в дифференциальных уравнениях движения 
достаточно принимать во внимание первое измерение 
этих величин. То же самое имеет силу и по отноше- 
нию к другим аналогичным выражениям, которые 
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мы будем отличать одним, двумя и т. д. штрихами 
для различных тел т’, т’ и т. д. той же системы. 

Рассмотрим сначала условные уравнения, которые 
должны иметь место в соответствии с природой си- 
стемы и которые можно представить в виде СЁ =0, 
М =0,..., где С, М,... являются заданными алге- 
браическими функциями координат х, у, 2, %, У,... 
Так как положение равновесия есть одно из тех по- 
ложений, которые система может занимать, то отсюда 
следует, что эти уравнения С =0, М =0,... будут 
оставаться в силе, если допустить, что х, у, 3, 1... 
получили значения а, 6, с, а'’,...; отсюда легко 
притти к выводу, что эти уравнения не должны содер- 
жать времени (. ‘ 


Пусть А, В,... — величины, в которые обращают- 
ся, М;..., когда я, у, 2, ’,... становятся равными 
а, с. а’,...; Ясно, что если вместо х, у, 2, х’, 


подставить их значения а -- о, +В ету, а’ а,..., 
то вследствие незначительности величин х, В, у, %’,... 
мы будем иметь 


ОА, 

Ё = АН "Вет Уи“ т...) 
‘ов, 

МЕ Вата -...) 


и так далее. 
Таким образом, во-первых, мы будем иметь 


А =0, В =0,... 
по отношению к положению равновесия; во-вторых, 
мы будем иметь уравнения 
А 9А 9А ОА , 
а“ 55 В Рав "1 д“ +... =0, 
9В 9В дВ 9В 
5% З5 В ау эта +... =0, 


Эти уравнения дадут нам соотношения, которые 
должны существовать между переменными х, В, у, ® 
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Если сначала пренебречь очень малыми величина- 
ми второго и высших порядков, то получаются линей- 
ные уравнения, пользуясь которыми можно значения 
некоторых из этих переменных выразить через’ 
другие; затем с помощью этих первых значений можно 
найти более точные значения, приняв во внимание 
вторые, а по желанию и более высокие степени. Этим 
путем можно получить значения некоторых из пере- 
менных «, В, у, &,..., выраженных в виде разло- 
женных в ряд функций остальных переменных, а эти 
оставшиеся переменные будут тогда совершенно не- 
зависимы друг от друга. 

Таким образом в большинстве случаев, если при- 
нять во внимание условия задачи, можно уменьшить 
число координат непосредственной подстановкой вме- 
сто них целых рациональных функций других пере- 
менных, независимых друг от друга и очень малых, 
значение которых в состоянии равновесия равно нулю. 

Итак, допустим вообще, что мы имеем 


х =а- а а. фаю-+... + а12+..., 
у=б-- Е. оо +... 6162-+..., 
в=е- 4 оф + о +... + 018 +.. 


и совершенно так же относительно других координат 
т, у’,...; величины а, 6, с, а1, 6:,... — постоянные, 
а величины &, {, Ф,... — переменные, очень малые и 
при равновесии равные нулю. 

2. Теперь необходимо лишь произвести указанные 
подстановки в значениях Г и! пункта 10 отд. ТУ. 
При этом достаточно принять во внимание только вто- 
рые степени, чтобы таким образом получить линейные 
лифференциальные уравнения. Прежде всего ясно, что 
значение Т будет иметь следующий вид: 


= | (105 +2) т+8 +... + 


аа аа 
+ (1,3) 9 (2,9) ..., 
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если для сокращения положить 


(1) = Зм(и-и а), 
(2) = т (а -|- [0 -- 65), 
(3) =№ т (43 + 63 сз), 


(1,2) = № т (а1а» НЫ, -| с1с»), 
(1,3) = мт (21а; -- 6:63 - слез), 
(2,3) = №т (ваз - 65В5 + сь2з), 


® о ооо ооо о Й 


где знак № означает интегрирования или суммирова- 
ния, произведенные по отношению ко всем различным 
телам`т системы и в то же время независимые от 
переменных &, ф, Ф,..., а равно от времени &. 

Далее, если через Ё обозначить значение алгебраи- 
ческой функции П, в которой вместо д, у, 5 постав- 
лены а, 6, с, то ясно, что общее значение ПИ выра- 
зится следующим образом: 


Р- (Е а, фа +... + 
Е (ЕО, ф + 69 +...) 55+ 


- (216 Е с,ф + с +...) 5 + 
ро 


+ (аа, а.о +...) Ею. + 


Ч Е У --ье+.. 2 
2 062 


где достаточно принять во внимание только вторые 
степени переменных &, Ф, $,... 
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Если эту функцию умножить на т и проинтегри- 
ровать согласно символу №, то мы получим вообще 


Г=Н-+Н--Н4--Ну-+...-+ ЕВ... + 
+ [1,2] Еф + [1,3] Ф + [2,3] ЧФ + ...; 
Н=»№тЕ, 
Н\ = Вт (в. 22 +). 
Н, = Эт (455 +ы% +4). 
Из = т (аа + 525 +) 


ее Е" Е И 
и] $т 1" = +6 Сы Тя 


02Е 
| -- 2а 16 5. да с + але. дс - 26: 1 95 56 ) 
[ 202ЕР  э0?Е ‚2 0Р 


я Тб 1 ая т 
| 
[ 
Г 


92Е 
+ 24 56. ев 05 + 20, са ь +2 


| 262 о 05 
9 02ЁР о 02Е о 02К 
| Зое а -- 63 08 -- 
Ч а 22а. Е И 
( 33 да 0Ь 3-3 да дс 373 06 дс 
офф бо © оо © 6 о о р. о ® ® ® ® 
аа, © да? + 6:6 2 я + С1Со дс? — 


[ 

| 

+ (4165 + аб 07” - (ас. -- а.с1) 
| Ро 
[а 
| 
| 


>. дс 
о 


4143 25 да? + 3 ры + сс; ° 92. + 


| 
ый 
се 
| 
й 
| 


+ (св + 45) ао (вез) ае + 
+ (лез - бе) 5 
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Е 
аа Ыб + Собз а Е | 


[а 

| ( 
[2,3] = $3" + (а56з - азб») ра ++ (азсз-Разсо) ру" рэ 

В + (6,23 + 654) р = | 


3. Когда таким образом значения Г иГ выражены 
в функции величин &, ф, ф,..., независимых между 
собой, уже не приходится больше удовлетворять 
какому-либо условному уравнению; а так как вели- 
чина Г содержит только дифференциалы перемен- 
ных, То для движения системы тотчас же полу- 
чаются следующие уравнения: 


ЧЕ 0. Чад ть = 0, 45, уе = 0, 
число которых, как видим, равно числу переменных. 
Эти уравнения должны иметь силу и в состоянии 
равновесия, так как если система однажды находилась 
в равновесии, то она всегда сама собою остается в 


этом положении. Но в состоянии равновесия согласно 
условию мы всегда имеем х=а у=б, #=56; 


и=а’,...; лено, & =0, ф=0, «= 0,..., 
. Е _ . 
равно как 7 =0, 5 аа = 0,... зав = 0,... Поэтому чле 
ны 4 5Т. т х Ы 57 у , 
ны а’ Ява»... равны нулю, и члены у, 5% 
5... обращаются в Я.,Н,, Н.,... Следователь- 


но, мы будем иметь 

Н1 = 0, Н. =0, Н; =0, 
Таковы условия, необходимые для того, чтобы а, 6, 
с, а,... являлись значениями х, у, 3, ’,... В 606тО- 


янии равновесия, как мы это предположили. 
В самом деле ясно, что 


ЧУ =№т(Рар-- 0 44-- В4"-...) 
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выражает сумму моментов всех сил тР, то, тВ,..., 
которые приложены ко всем телам т системы и ко- 
торые в состоянии равновесия должны взаимно друг 
друга уничтожить; поэтому согласно общей формуле, 
данной в отд. П части Г, необходимо, чтобы АТ рав- 
нялось нулю по отношению к каждой из независи- 
мых переменных; следовательно, 


7 7 
== = 0, 5—0, 5 =0,... 
будут условиями равновесия; а так как последние 
согласно допущению соответствуют &=0, ф=0, 
ф=0,..., то мы будем иметь 


Н.=0, Н,=0, Н,=0,... 


Таким образом в выражении У первые измерения пе- 


ременных &, ],ф,... всегда исчезают. 
Поэтому, если в общие уравнения подставить зна- 
чения Г иТ и приравнять Н\., Н., Н.,... нулю, то 


мы получим следующие уравнения движения си- 
стемы: 


0 = (1) 72+ (152) 5 + (Зе +... + 
Е + [1,2] $ + [1,3] е +... 
0= (2) У (1,2) + (2)... + 
+ [2 [4,2] 8+ [2,3] +..., 
И о + 
+ [3] ® + 


5+ [2,3] ф +. 


Так как эти уравнения имеют линейную форму с 
постоянными коэффициентами, то с помощью извест- 
ных методов они могут быть проинтегрированы со- 
вершенно точно и в общем виде. 

4. Можно сначала допустить, что в этого рода 
уравнениях переменные находятся между собою в 
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постоянных отношениях, так что мы имеем 


ф=/, Ф=86,...; 


после выполнения этих подстановок приведенные 
уравнения примут следующий вид: 


[(4) + (1,2) (1,3) 2+ ..19 
+ (м1+11,2] 1+ М3] 8 
[2-Е (1,2) + (2,3) 2+ ...192 
+ ([21/+ И] + 23] е+...)Е=0, 
[(З)Е-Е (1,3) + (2,3) 1+... 1+ 
-- ([3]е- [1,3] - [2,3] 2...) =0, 


©. 
°® 


428 
из них получается > - АЁ =0, если положить 


Иа... 
(1) -- (1,2) Д- (1,3) &-... 


— Му М, [23] 8+... _ [3] 2+ 14,3] + [2.3] у... 
(2) Р-Н (1,2) + (23) 8+... (За (2,3) - (2,3) 7+..." 
Как видим, число этих уравнений равно числу 

неизвестных [, #,...,К; следовательно, они пол- 


ностью определяют эти неизвестные. Сохраняя член 
& в качестве левой части и умножая его на зна- 
менатель правой части, мы получаем линейное урав- 
нение относительно |, 2,...; если затем, пользуясь 
одним из известных методов, исключить эти величи- 
ны, то, как это легко увидеть из общих формул ис- 
ключения, для А получится уравнение, степень кото- 
рого равна числу уравнений, а следовательно, и 
числу рассматриваемых дифференциальных уравне- 
ний. Таким образом для Ё получится такое же чис- 
ло различных значений, причем каждое из этих 
значений, будучи поставлено в выражения [, &,..., 
даст соответствующие значения этих величин. 
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м 
Интегрирование уравнения а --  =0 приводит к 
следующему результату: 


Е = Езш (ИЁ+ <), 


где А, = —- произвольные постоянные; а поскольку мы 
допустили, что ф = &, оф = 26,..., мы получим также 
значения {,ф,... 

Приведенное решение является, правда, только 
частным, но можно в то же время получить и вто- 
рое, третье и т. д. решения — соответственно числу 
значений А; следовательно, если все эти решения со- 
единить, то мы получим общее решение, так как, с 
одной стороны, сумма частных значений &, {, ф,...рав- 
ным образом удовлетворит дифференциальным уравне- 
ниям в силу их линейного вида, а с другой стороны, 
эта сумма будет содержать вдвое большее число 
произвольных постоянных, чем имеется уравнений, и, 
следовательно, — как раз такое число этих постоянных, 
сколько их могут допустить общие интегралы. 

Обозначим через А’, А", А",... различные значе- 
ния А,т. е. корни уравнения относительно А, а через 
р, =',..., р, @",..., р, 8",... — соответствующие 
значения |, 2,... и возьмем равное количество про- 
извольных постоянных В’, В”, Н”,..., а также произ- 
вольных углов 5’, 5’, &”,...; Тогда мы получим сле- 
дующие полные значения &, {ф,Ф,...: 


Е = Е’ эт (ГИЁ + =’) + Е" зщ (ЕИЁ" + =”) + 
-- Е" зш (ВИА + =") -..., 
ф = РЕ’зш (И + =) + РЕ’зш (Е И" + =”) + 
-- ГЕ эт (Е ИА” + =”) +..., 
фо =’ Е’ зш (Е И Ё + =') + 2"Е" зт (Е У + =") + 
+ Е" зт(ЕИЙ” + =”)-..., 
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в которых произвольные величины Ё’, Л”, Д",...; 


? 
7 И И 


$5, Е, &,... зависят от тех значений, какие Е ф, 
а 4, 4 
ф,... И >, т, не принимают, когда # = 0, т.е 


от начального состояния системы. 
В самом деле, если в найденных выражениях для 


2, $Ф,... положить #=0 и принять в качестве за- 
данных значения &, {, $,..., то мы получим линей- 
ные уравнения между Е’зшеЕ’, Езт е”,..., с пО- 


мощью которых можно определить каждую из этих 
величин. Точно так же, если в дифференциалах этих 


же выражений положить # =0 и опять принять в ка- 
4: 4ф аФ 

честве заданных значения 1, 1,,,..., ТО Мы ПО- 
лучим вторую систему линейных уравнений между 

Е” соз =’, Е” с0з=”,..., которые послужат для их оп- 

ределения. Указанным путем можно легко получить 

значения В”, Е",..., равно как =, 0:5’... и, на- 

конец, значения самих углов =’, Е”,... 

Однако мы изложим здесь более простой способ 
прямого определения этих неизвестных, при котором 
не приходится прибегать к весьма многочисленным 
операциям исключения. 

5. Отмечу прежде всего, что если сложить диффе- 
ренциальные уравнения п. 3, умножив предвари- 
тельно второе из них на |, третье на кит. д. и 
положив для краткости 


р=(1) + (1,2) 1+ (13) а-+..., 
] 7+ 


Р= [1] + [1,2 [1,3]е+..., 
4 = (2) [- (1,2) + (2,3) в+..., 
@ = [2] 71-+ [1,2] + [2,3] &+..., 
г = (3) 8- (1,3) - (2,3) 1-+..., 
В = [В] 4,3] + [8] /..., 


® ° ® ® ® ® ® ® ® . ® ра 


мы ди следующее уравнение: 


Рав 5+ Чан т +. . РЕН ОФ- Ве... =0 
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Но уравнения пункта 4 дают 
Р’= Ар, О=Аа, А=Аг,.... 
Следовательно, предыдущее уравнение принимает вид: 


4? (рё ... 
(ра +...) =0, 


интеграл которого есть 


РЕ аф т... = Сэт (ИЕ), 


где Ди ^ — две произвольные постоянные. 
Приведенное уравнение должно иметь силу оди- 

наково для всех различных значений А, которые вы- 

текают из тех же условных уравнений и которые мы 


обозначили через А’, ^”,... Следовательно, обозна- 
чив через р’, р’,..., 4, @4’,..., ‘ соответствующие 
значения р, 4,... и введя различные произвольные 
постоянные [/, [,...,Л,^’,..., мы получим сле- 


дующие уравнения: 


Еф го-... = Изт (ИЕ), 
"Е а’ о... = Мэв И + >), 
р" + 4”ф + г" -- = [" И (И А” + ^"), 


® ® ® . ® ъ э Г] о о. э ® Г] э ы ® . э ® Ф@ ® 


Эти уравнения вообще могли бы служить для опре- 
деления значений &, 1, Ф,..., причем ясно, что эти зна- 
чения должны совпасть с найденными выше (п. 4), 
так как и те и другие получаются из одних и тех 
же дифференциальных уравнений. Таким образом, 
если в приведенные уравнения подставить значения, 
найденные в указанном пункте, то они Должны тож- 
дественно удовлетвориться. 
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Отсюда легко притти к заключению, что для пер- 
вого уравнения мы получим 


№ ==’, ГИ = (р’- Ра’ - =" ...) Е’, 
и затем 
р’ + Ра / -- в"г’ + ... = 0, р’ -- о’ + с". = 0,...; 


аналогично для второго уравнения мы получим 


)” = =”, Г" — (р” + Ро п 2" п" + .. .) Е”, 
и затем 


р” Ё' 4” - в’ "+. ‚ = 0, р” Е" а "та" -...= 0..., 


и так далее во всех остальных случаях. 

Подставив в указанные выше уравиения вместо 
л, , ^, [, №, [",... найденные нами только что 
значения, мы получим следующие уравнения: 


НИД 5’ _ РЕЧИ Ф-... 
Езш (ИЕ?) ра +"Е +... 
м: Т.И и РЕНН .. 
РА — — 
Ё за ( ИА - = ) р” а’ + ВИ в" .. 


т + 7т т ИЕ а”ф ”ф +... 
Е” эт (ЕИ А Е” ат то. 
(и + ) р” Нар"... 


которые являются обратными по отношению к урав- 
нениям пункта 4. 

Определение произвольных величин А’, Ё”,..., 
=’, =’... теперь уже не вызывает никаких трудно- 
стей; в самом деле: , 

1) если положить [=0, то левые части приве- 
денных выше уравнений обратятся в Е’зШеЕ, 
Е”зш=",..., правые же части все известны, если 
допустить, что значения &, ф,ф,... в первое мгнове- 
ние заданы; 
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2) если эти же уравнения продифференцировать и 
затем положить # = 0, то левые части будут равны 


ИЕЕ’ соз=, УЁ’Е” соз=",..., 


правые же части тоже будут все известны, если 
4ё а 4$ 

считать заданными значения -—*,‚ 3_,-„,... При 
1 =0. Следовательно, и так далее. 

6. Таким образом решение задачи свелось только 
к определению величин А, |, в, Й,...; но, как мы 
видели в пункте 4, это определение зависит от ре- 
шения уравнений 


рЕ—Р=0, 9&—0=0, Ё-—В=0...., 
если для величин р, (,г,..., Р, О, В,... сохра- 


нить выражения, данные в пункте 5. 
Но если через А обозначить значение, которое 


4 4 4 
принимает величина Г, когда вместо =, у, › уу ›-.. 
поставлено е, [|, е,..., и через Б — значение той 


части величины Г, в которой переменные &, ф, Ф,... 
образуют функцию второй степени, когда эти пере- 
менные точно так же заменены величинами е, }, 


2,..., То легко увидеть, в чем можно было бы убе- 
диться иа рг!0г1, что мы получим 
94а А „4 
— @’ 9 == 9} ' Г дЕ ›'°°? 
ОВ ОВ ОВ 
Р=-—, “=, Н=ъ., ..) 


если затем положить е = 1. 

Следовательно, вообще, если положить АА — В =К, 
то уравнения для определения неизвестных А, |, &,... 
приобретут следующий вид: 


ЭК 
0} 


д 
9% 0, 


де — 0, 
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если положить е =1. Таким образом, так как вели- 
чина А образуется непосредственно из величин Т иЙ, 
можно искомые уравнения найти прямо, не прибегая 
к выводу их из дифференциальных уравнений движе- 
ния системы. 

Теперь замечу, что так как К представляет собою од- 
_нородную функцию двух измерений величине, |, 2,..., 
то в силу свойства этого рода функций, доказанного 
в пункте 15 отдела ТУ, мы имеем 


ОК ЭК Е: 
Поэтому мы имеем также К = 0; следовательно, 
неизвестные величины [, ©, Л,... должны быть такими, 
чтобы не только величина А была равна нулю, но 
чтобы и каждый из ее дифференциалов по этим не- 
известным тоже был равен нулю; отсюда следует, 
что величина А, которую мы рассматривали как функ- 
цию этих неизвестных и которая зависит от уравне- 


ния А =0, должна быть максимумом или минимумом. 


ОК 
Если положить сначала е =1и вместо — = 0 взять 


де 
уравнение К = 0, то для определения неизвестных 
[, 2, й,...мы получим уравнения 
ОК К 
К = 0, эт = 0, 5= =0,... 


Следовательно, если сначала определить значение } 
ЭК 
из уравнения —- =0 и подставить его в уравнение 


0} 


К =0, то это уравнение перейдет в А’ =0; затем 
/ 


следует лишь положить —=0, и значение 2, най- 


д8 

денное из этого последнего уравнения, тоже под- 

ставить в уравнение К’ = 0; тогда, написав полученное 
и’ 


уравнение в виде А” = 0, мы снова положим = 0, и 


ОВ 
так далее. Указанным путем мы придем к оконча- 


29* 
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тельному уравнению, которое уже не будет содер- 
жать неизвестных }[, ©, й,..., а лишь величину К, 
и которое будет искомым уравнением относитель- 
но А, корни которого были выше обозначены через 
К’ К” Е” 

р] р р] ® э › 

Это уравнение можно представить и в общем виде, 
если принять во внимание, что так как величины 


|, <, й,... образуют в значении А только выраже- 
:. 92К ОК? 
ния двух измерений, то величина 2К 5 — 5 


по необходимости будет свободна от [, так как ее диф- 
ференциал по [будет иметь вид 2К ов АТ и, следова- 


тельно, будет равен нулю. Таким образом можно 
будет положить А’=2К я — “т, а так как остав- 
шиеся в этой величине К” неизвестные р, й,...будут 
тоже представлены только во втором измерении, то 
92К’ ЭК”? 
08° 08?’ 
и так далее. Последняя из величин К, К’, К",..., 
будучи приравнена нулю, и даст искомое уравнение 
относительно А. Конечно, это уравнение может повы- 
ситься до более высокой степени, чем это необходимо, 
вследствие существования посторонних множителей, 
введенных в уравнения А” = 0, А” =0,...; но если 
эти уравнения разложить и постараться постепенно 
освободиться от этих множителей и затем взять для 
значений К”, К”,... только первые члены, упрощенные 
указанным выше путем, то окончат льное уравнение 
само собою сведется к тому виду и ‹тепени, которые 
оно должно иметь. 
Что касается значений [, 2,..., то их можно затем 
„ 9К 9К” 
определить с помощью уравнений эт = 0, 5 =0, 
причем следует начать с последнего уравнения и затем 
путем последовательной подстановки найденных зна- 
чений дойти до первого. 
7. Так как’привёденное выше решение основано на 
допущении, что переменные &, ф, $х,... представляют 


можно будет точно так же положить К” =2К’ 


о) 
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собою очень малые величины, то для того, чтобы 
это решение было законным, требуется, чтобы 
указанное допущение фактически осуществлялось; 
а это требует, чтобы все корни А’, А”,... были вещест- 
венными, положительными и неравными между собою 
с тем, чтобы время &, возрастающее до бесконечности, 
всегда находилось под знаком синуса или косинуса. 
Если бы некоторые из этих корней были отрицатель- 
ными или мнимыми, то вместо соответствующих 
синусов или косинусов они ввели бы вещественные 
экспоненциальные величины, а если бы они были 
просто равны между собою, то ввели бы алге- 
браические степени дуги; в этом можно убедиться 
с помощью известных методов: в первом случае введя 
вместо синуса или косинуса их мнимые экспонен- 
циальные выражения, а во втором случае допустив, 
что равные корни отличаются друг от друга на 
бесконечно малые неопределенные величины; но так 
как изложение этих случаев не представляет интереса 
для рассматриваемого нами вопроса, то мы на нем не 
будем останавливаться [23]. 

Если условия вещественности и неравенства коэф- 
фициентов при & выполнены, то ясно, что наибольшие 


значения &, $,... будут меньше суммы величин 
Е”, Е”, Е”, оо р р Е". р’ Е”, |” Е”, ооеу если все ЭТИ 
величины взять положительными;  следователь- 


но, если эти различные суммы очень малы, то 
мы можем быть уверены, что и значения переменных 
тоже будут всегда очень малыми. 

Но так как коэффициенты А”, Е”, Е",... являются 
произвольными постоянными и зависят только от 
начального смещения системы, то возможно, что пере- 
менные &, {,... будут очень малыми, хотя бы среди 


величин У’, УХ”,... некоторые были мнимыми или 
равными между собою. В самом деле, для этого до- 
статочно, чтобы соответствующие величины Ё”’, Е”",... 
были равны нулю, и тогда члены, возрастающие 
вместе со временем $, исчезнут. В этом случае реше- 
ние, не будучи верным в общем смысле, будет, однако, 
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пригодно в частном случае, когда имеет место указан- 
ное выше условие [3%]. 

8. Существуют методы, с помощью которых можно 
определить, имеет ли заданное уравнение, какой бы 
степени оно ни было, сплошь вещественные корни 
или же нет, и вслучае их вещественности — судить 
об их знаке и о существовании между ними равных 
корней; но так как применение этих методов всегда 
несколько затруднительно, то мы сейчас изложим не- 
сколько простых и общих признаков, с помощью кото- 
рых в большом числе случаев можно судить о виде 
интересующих нас корней. 

Если взять уравнения А = 0 или АА — В = 0 (п. 6), 


В 
то мы имеем А = — ; но легко видеть, что величина А 


| А’ 
всегда имеет положительное значение, в то время как 
[,2,... являются вещественными величинами, ибо функ- 


ция Г, из которой Аполучается путем подстановки 1,}, 

аё 4 4$ . 
$,... Вместо, , ре, (указанный выше пункт), 
составлена из суммы нескольких квадратов, умножен- 
ных на положительные коэффициенты. Следователь- 
но, если и величина В всегда положительна, что имеет 
место в том случае, когда часть функции И, в кото- 
рой переменные &, Ф, $Ф,... образуют функпию вто- 
рой степени, может быть приведена к тому же виду, 
что и функция Г — ведь величина Б тоже получается 
из указанной части ГУ путем подстановки 1, |, в,... 
вместо &, {, Ф,..., — то мы уверены, что значения А, 
т. е. корни уравнения относительно А, будут всегда 
положительными во всех тех случаях, когда они 
будут вещественными. 

Наоборот, если величина В всегда отрицательна, 
что бывает в том случае, когда она составлена из 
большого количества квадратов, умноженных на отри- 
цательные коэффициенты, то вещественные корни # 
все будут отрицательными. В этом последнем случае 
решение не может быть удовлетворительным, так как 
тогда корни уравнения относительно А могут быть 
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только мнимыми или же вещественными отрица- 

тельными, и, следовательно, выражения для перемен- 
ных &, {,... необхолимо будут содержать в себе 
время # вне знаков синуса и косинуса. 

В первом случае, когда В положительно, мы ви- 
_дим только, что если корни вещественны, то они 
необходимо должны быть положительными; однако, 
пожалуй, было бы трудно доказать, что все они дейст- 
вительно должны быть вещественными; можно, однако, 
иным путем убедиться, что это должно быть имен- 
но так. 

В самом деле, принцип сохранения живых сил, 
доказанный нами в $ У отд. ПТ, дает уравнение 
Г-У == сопз* (п. 14 отд. ПУ), которое всегда имеет 
место, так как Ти Г являются функциями, не содер- 
жащими # (п. 2). Но если обозначить через У’ ту часть 
Г, которая содержит члены второй степени, то У = 
—=Н + У', так как Н, =0, Н, =0, НЯ. =0,... (нп. 3); 


тогда мы имеем 
ГЕНЫ -У' = сопз = (Т) Н-(Т,, 


если обозначить через (Т) и (Т’) значения Ги У’ 
в первое мгновение. Следовательно, 


ТИ = (Г (У). 


Так как 7 по своему виду — всегда величина поло- 
жительная, то если и У’ положительно, мы необходимо 
имеем 7’>0 и Т' < (Т) + (Т'); таким образом значе- 
ние У', я следовательно, и значения переменных 
2, Ч, Ф,... будут всегда находиться в заданных пре- 
делах, которые зависят только от начального состоя- 
ния. Отсюда ясно, что упомянутые переменные не 
могут содержать времени Ё вне знаков синуса и ко- 
синуса, так как в этом случае они могли бы возра- 
стать до бесконечности. Но если значение В постоян- 
но положительно, то и значение У' тоже положитель- 
но; следовательно, корни уравнения относительно 
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К необходимо все будут вещественными положи- 
тельными и неравными (п. 7) и, стало быть, решение 
будет всегда удовлетворительным. 

В последнем случае состояние равновесия, из кото- 
рого система была смещена, является устойчивым, 
так как система возвращается к нему или всегда 
стремится вернуться с помощью очень малых колеба- 
ний; во всяком случае система всегда может откло- 
ниться от него лишь на очень незначительную вели- 
чину [31]. 

9. Совершенно таким же путем в конце отдела Ш 
«Статики» (п. 23 и след.) мы доказали, что когда функ- 
ция НП является минимумом в состоянии равновесия, 
то это состояние является устойчивым; в самом деле, 
легко видеть, что функция, обозначенная в п. 21 
упомянутого отдела через П, представляет собою ту 
же самую функцию, которую мы здесь обозначили 
через У, так как и та и другая являются интегралом 
суммы моментов сил, действующих на различные тела 
системы, — суммы, которая при равновесии должна 
равняться нулю. Но так как мы имеем Г =Н-Т',, 
а /' содержит переменные &, ф, ф,...только во вто- 
рой степени, то отсюда следует, что И будет мини- 
мумом или максимумом в зависимости от того, бу- 
дет ли значение У положительным или отрицатель- 
ным, если этим переменным дать произвольные зна- 
чения. Следовательно, равновесие необходимо будет 
устойчивым в том случае, когда Г является мини- 
мумом (п. 8). 

Если же, наоборот, У является максимумом, то так 
как в этом случае величина У' всегда отрицательна, ве- 
личина В тоже будет отрицательна, ибо если положить 


ф =/&, Ф= 56,..., 


то значение У' будет равно &2В (п. 6); а в силу того, 
что мы доказали в предыдущем пункте, выражения 
переменных необходимо будут содержать члены, 
в которых Е будет находиться вне знаков синуса и 
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косинуса; следовательно, в этом случае равновесие 
не может быть устойчивым, так как система, будучи 
хоть сколько-нибудь смещена из него, будет все боль- 
ше от него удаляться. Эта вторая часть теоремы, 
упомянутой в указанном месте «Статики», не могла там 
быть доказана за отсутствием необходимых для этого 
положений; поэтому мы перенесли ее доказательство 
в «Динамику», и приведенное нами выше обоснование 
этой части теоремы является вполне исчерпывающим. 

10. Впрочем, кроме двух указанных состояний абсо- 
лютной устойчивости или абсолютной неустойчивости, 
при которых система, будучи каким-нибудь образом 
хоть немного выведена из состояния.равновесия, либо 
сама собою стремится вернуться к последнему, либо 
стремится от него все больше и больше удалиться, — мо- 
гут существовать и состояния условной и относитель- 
ной устойчивости, при которых восстановление равнове- 
сия зависит от начального смещения системы. Если не- 


которые из значений УЁ являются мнимыми, то соот- 
ветствующие члены в значениях переменных содер- 
жат круговые дуги и равновесие, вообще говоря, не 
является устойчивым; но если коэффициенты этих 
членов оказываются равными нулю, что зависит от 
начального состояния системы, то круговые дуги 
исчезают и равновесие можно еще считать устойчивым, 
по крайней мере ло отношению к этому частному слу- 
чаю [32]. 

11. Когда все значения ИА вещественны и не рав- 
ны между собою и, следовательно, когда равновесие 
является устойчивым, выражения всех переменных 
составлены из такого количества членов вида 


Езт (Е И Ё- 5), 


сколько имеется переменных. 
Но этот член представляет очень малые и изо- 
хронные колебания простого маятника, имеющего 


длину + ‚ где в означает силу тяжести. Таким образом 
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колебания различных тел системы можно считать 
как бы составленными из простых колебаний, ана- 
логичных колебаниям маятников, длины которых 


5 8 5 
равны 7 дп т}. 
Но так как коэффициенты Е”, Ё”,... являются 


произвольными и зависят только от начального со- 
стояния системы, можно это состояние всегда пред- 
положить таким, что все коэффициенты, за исключе- 
нием какого-нибудь одного, равны нулю; тогда все 
тела системы будут совершать простые колебания, 
аналогичные колебаниям одного и того же маятника; 
отсюда видно, что одна и та же система способна 
совершать столько различных простых колебаний, 
сколько она содержит движущихся тел*). Таким об- 
разом, вообще говоря, любые колебания системы 
составляются лишь из всех тех простых колебаний, 
которые могут иметь место в силу природы системы. 

Даниил Бернулли отметил это сложение простых 
и изохронных колебаний при движении колеблющейся 
струны, нагруженной множеством мелких грузов; он 
рассматривал его как общий закон всех малых взаим- 
ных движений, которые могут иметь место в любой 
системе тел. Единственного случая, подобного слу- 
чаю колеблющихся струн, было недостаточно для 
того, чтобы установить этот общий закон; однако тот 
анализ, который мы только что дали, обосновывает 
этот закон вполне надежно и в общем виде; из него 
видно, что сколь неправильными ни могли бы нам 
показаться малые колебания, наблюдаемые в при- 
роде, они всегда могут быть сведены к простым ко- 
лебаниям, число которых равно числу колеблющихся 
в той же системе тел. 

Изложенное является следствием, вытекающим 
из природы линейных уравнений, к которым сводятся 


*) Число простых колебаний равно не числу движущихся 
тел, но числу независимых переменных. Впрочем, это отме- 
чает и сам Лагранж в начале параграфа. (Прим. Бертрана.) 


О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ АБО 


движения тел, составляющих любую систему, когда 
эти движения очень малы. 


12. Когда значения величин ИУ’, УК, У/,.... 
несоизмеримы, то ясно, что и периоды этих колеба- 
ний тоже несоизмеримы, и, следовательно, что система 
никогда не может вернуться к своему первоначаль- 
ному положению. 

Но если эти величины относятся между собою как 
рациональные числа и если их общая наибольшая 
мера равна ц, то легко видеть, что по истечении 


к 


времени 9 = —; , Где п соответствует углу в 180°, 


система всегда возвращается в одно и то же поло- 
жение. Таким образом 9 является периодом сложного 
колебания всей системы. 

13. Данное нами только что решение требует, 
чтобы заданные координаты могли быть выражены 
с помощью функций, которые разлагаются в ряд по 
степеням очень малых переменных величин и кото- 
рые в состояний равновесия равны нулю, как мы это 
допустили в пункте 3. 

Но, как мы видели, это всегда возможно в том слу- 
чае, когда условные уравнения, будучи разложены в 
ряд, содержат первые степени переменных, рас- 
сматриваемых нами как очень малые величины, 
так как прежде всего эти члены дают уравнения, 
разрешимые рационально, а затем, пользуясь методом 
рядов, можно получить все более и более точные 
рациональные решения. 

Тем не менее, может случиться, что в одном или 
нескольких условных уравнениях отсутствуют члены 
первого измерения; это может, например, случиться, 
когда в уравнении Г = значения координат для 
равновесия таковы, что они обращают в нуль не 
только [,, нои каждый из первых его дифференциа- 
лов; в самом деле, тогда мы имеем 

9.4 ОА 


== =0, =. 


да — 0, > В 1 р) 


460 ДИНАМИКА 


и уравнение С=0О содержит только вторые и 
более высокие степени о, В, у, ’, ... (п. 1). Следова- 


<“ 


тельно, если в этом случае координаты ; выразить 
в функции независимых переменных, то эти функции 
уже не могут быть рациональными, и дифференциаль- 
ные уравнения не будут ни линейными, ни даже 
рациональными. Таким образом допущение очень 
малых движений системы тогда уже не приведет к 
упрощению решения задачи или во всяком случае 
не даст возможности применить к ней тот общий 
метод, который мы изложили выше. 

Для того чтобы разрешить такого рода задачи 
простейшим образом, следует сначала отвлечься от 
условных уравнений, в которых первые степени пе- 
ременных уже не представлены, и этим путем притти 
к тем выражениям для Т иГЙ, которые приведены 
вп. 2. К этому выражению И следует затем приба- 
вить первые члены условных уравнений, которые еще 
не были приняты во внимание, причем каждое из 
них следует умножить на неопределенный коэффи- 
циент, который при дифференцированиях в смысле 5 
следует рассматривать в качестве постоянной вели- 
чины; тогда в этих членах, полученных из условных 
уравнений, достаточно будет принимать во внимание 
более низкие степени очень малых переменных. 
Отсюда можно будет обычным образом найти диф- 
ференциальные уравнения, после чего все дело 
сведется к исключению неопределенных коэффи- 
циентов. 

Если бы условные уравнения оказались второй 
степени и если бы неопределенные коэффициенты 
можно было рассматривать как постоянные величины, 
то значение У сохранило бы еще тот же вид, какой 
оно имеет в общем решении; следовательно, его 
можно было бы применить и в этом случае; после 
этого следовало бы определить коэффициенты таким 
образом, чтобы были удовлетворены условные урав- 
нения. Таким образом можно всегда начинать с того, 
чтобы сделать указанное выше допущение, а затем 
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посмотреть, могут ли удовлетворить условным урав- 
нениям те значения, которые при этом получаются 
для переменных; в случае положительного ответа на 
этот вопрос допущение будет законным и решение 
верным, в противном случае следует изыскать особые 
методы для интегрирования дифференциальных урав- 
нений. 


$ П. 0 колебаниях сиетемы линейно 
расположенных тел. 


14. Когда тела, образующие рассматриваемую 
систему, расположены одно по отношению к другому 
каким-либо однообразным и правильным образом, 
вычисления можно упростить и можно притти к общим 
и симметричным формулам, применяя обозначения и 
алгоритм конечных разностей. Мы приведем пример 
этого, рассмотрев случай, когда произвольное число 
тел, расположенных на прямой или кривой линии, 
колеблется под влиянием каких-либо сил и взаимо- 
действий тел. 

Пусть х, у, 3 — прямоугольные координаты одного 
какого-либо из тел системы, которое мы обозначим 
через Дт, причем мы применим прописную букву 2 
для обозначения конечных разностей (п. 17 отд. ЛУ). 
Мы имеем прежде всего 


Г= 5 -8(3= + +) рт, 


где символ № выражает сумму, относящуюся ко всей 
системе. 

Функция У должна содержать сумму №П т, про- 
исходящую от ускоряющих сил, Р, О, А, ..., если 
допустить, что эти силы таковы, что мы имеем 


= \ (Рар+ 044+ Ра" +...). 
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Указанная функция должна содержать и сумму 
ч\ Фа 15, если допустить, что Ф представляет 


собою силу, с которой два соседних тела, находя- 
щихся на расстоянии 10$, взаимно притягиваются, и 
что эта сила является функцией того же расстояния 0$, 


так что \ ©Ф42% является интегрируемой величиной, 


дифференциал которой в смысле 6 равен Ф5Д5. Ука- 
занная сила Ф, которую мы рассматриваем как функ- 
цию Оз, может таким образом изменяться от одного 
тела к другому и, следовательно, она будет также 
функцией числа или величины, выражающей место 
каждого тела в ряду всех тел и к которой относится 


знак суммирования №. В том случае, когда тела 
вместо взаимного притяжения взаимно отталкиваются, 
функцию Ф следует взять отрицательной. 

Таким образом мы будем иметь 


у = ВП +8 \ Фа 23 
и, следовательно, 


5У = $5 ПОт - ФУД. 


Следует отметить, что приведенное выражение И 
остается в силе и в том случае, когда тела связаны 
между собою таким образом, что их взаимные расстоя- 
ния остаются неизменными; в самом деле, в этом 
случае мы будем иметь условное уравнение 5/5 = 0, 
которое даст в выражении ИУ член №^505 (упомя- 
нутый выше пункт). 

15. Если элемент 05$ выразить с помощью конеч- 
ных разностей х, у, 2, то ясно, что мы будем иметь 


0; =У Ра? - Ву? - Б2?, 


и, следовательно, дифференцируя в смысле 5. 


Рх 6х + ДубОу-- 25603 


908 = 5: . 
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Если подставить это значение и для краткости ввести 


Ф 
‘обозначение р. = Т (функция 15), то мы получим 


ЗИ =№5ПРт + № (25505 + руёзру + 0502). 


Так как символы ОР иб не зависят друг от друга, 
можно 6) заменить символом 06, и тогда мы по- 


лучим 


ЗУ =5ПДОт + № (0х0 85 + Рурёу-+ 0зр 82). 


Путем интегрирования по частям, примененного к 
конечным разностям, можно также добиться того, 


чтобы Д перед 8 исчезло. 
16. Действительно, мы имеем вообще 


Рху=хрБу-+ ух - Ох Бу = 
= (2х + Ох) Бу +урх =, Бу т у[х, 


если х, означает тот член, который следует за х в 
последовательном ряду членов х, х-+- Ох,... Следо- 
вательно, если от разностей перейти к суммам, то мы 


получим 
№урх = ху—№х,ру. 


Аналогичным путем мы найдем 
№у[2; =урх—х Оу + №х у 


и так далее, где 1х, т,, 1,,... представляют собою 
члены, следующие друг за другом в том же ряду. 

Для того чтобы выполнить эти суммирования, сле- 
дует члены, стоящие вне знака №, отнести к послед- 


нему члену конечной суммы Зурх и вычесть те же 
члены, относящиеся к первому члену. Если знаками 
нуль и 1, помещенными внизу букв, обозначить члены, 
относящиеся к первой и последней точкам, то мы 
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получим нижеследующие формулы полного суммиро- 
вания: 


Зирх = у; — у, —№=1,Бу, 
Му22х = у); — жа Би; — ира + 2 Ру, + №1 „ру, 


Поскольку символ ь означает полные суммы за- 
данного числа членов, ясно, что вместо членов х,Оу, 


х,Оу, ... под знаком № можно взять предыдущие 
члены, которые мы обозначим через р, у, хр „у,..., 
указывая одним, двумя и т. д. поставленными слева 
штрихами члены ‚„у,,‚у, предшествующие ув бес- 
конечном ряде... у, у, у у, и, ... 

17. Исходя из изложенного выше, поставим в пре- 
дыдущих формулах 8% вместо хи УЛх вместо у; 
тогда мы получим следующие преобразования: 


\ Ра О 55 = (Ч Ох 5х), — (+ 0551), —№ 50, (Ох) 
и точно так же‘ 

УФ РУД бу = (Ру); — (+ Руёу), — Мур, (ФБу), 
\ ФР: О 52 = (4 252), —(4' 2:52), — №520, (92): 


соответствующие подстановки следует произвести в 
выражении для 9Т. 

Если первое тело и последнее приняты неподвиж- 
ными, то вариации 65,, 6%, 82, и 8х» ду:, 824, отно- 
сящиеся к обоим этим телам, равны нулю. Мы сна- 
чала примем это допущение, упрощающее формулы, 
и вследствие этого тогда получим 


57 =№5П От — № $ Р, (+05) — 
—№5ур, (+ Бу) 8420 (902). 
Вообще же, так как вариации должны исчезать 
всегда, То если первое тело или последнее, или же 


оба они неподвижны, следует значение в начале или 
в конце принять равным нулю. Таким образом, 
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Ф 
в силу того, что Ф = р. › следует выполнить условие 


Ф, =0 или Ф; = 0, если первое или последнее тело не 
остается неподвижным; а если бы оба тела двигались, 
то мы имели бы оба условия Ф, = 0 и Ф, =0. 

18. После того как вариация У была приведена к 
указанному простому виду, общие уравнения отд. [У 
(п. 10), отнесенные к переменным х, у, 5 каждого 
из тел системы, дают для этих переменных следую- 
щие три уравнения, в которых я снова ставлю Ф 
вместо ФЛ: 


ве 2 4+ =. рт — 2, (55°) —0, 
аа +5 -Рт — 2, (955) =0, 
рт от -Рт—р ‚(5=)=0. 


Эти уравнения являются совершенно точными, 
каково бы ни было движение тел; однако в том слу- 
чае, когда эти движения очень малы, указанные 
уравнения упрощаются и становятся линейными, как 
мы это видели выше {5 Г. 

19. Предположим, что в состоянии равновесия 
системы координаты х, у, 2 принимают значения а, 
р, си что при движении эти координаты равны а -{ &, 
р-- м, с + С, где величины &, 9, С очень малы. Функ- 
ция П превращается в П-- Е + - т+5- оп — 5. Таким 
образом, если в дальнейшем П  _ассматривать как 
функцию только а, 6, с, то три частных производных 
ОП ИП П 
$2? у’ 5 


могут быть выражены следующим 


образом: 
эп. /вП 9*П 91 
ба: + (дат З- а а" тт 2 де ^ <), 
9П 


95 ® я т + ра Т- 259 а: 5), 
55. + (беде дс +250 "+ = дс? = <). 


30 ж. Лагранж, т. Т 
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После выполнения таких же подстановок &@ -{+ &, 6--т, 
с-- С вместо х, у, 2 разности Ох, Ру, 02 перейдут в 


Да + 0, 06-я, ПОе-- рб. 


Что касается величины Ф, которая согласно до- 


пущению является функцией 1[)5, то, если положить 
для краткости 


р: = У Ра? + БЫ + Ре, 


мы получим сначала 
Ра Гь Ге 
0; = БР -- БР р:В1 -- р;98; 


затем, если через Р обозначить то значение, которое 

принимает функция Ф, когда 05 мы заменяем вы- 
АР Е’ 

ражением 2]{, и положить 


ар} р}: ТО С ПОМОЩЬ 
разложения мы получим 


ФАРУР (2 22 | 1621 | 06 1% 


РУ Бу ТРУБ} 1 Бр 
и, следовательно, 
Ф И Ра РЕ, 0 Пл, Ое 05 
О; _ = 7+ р’ ‘БЕБ т БАБ: Т БАБ). 


20. уоаниво подстановки произведем в трех 
найденных выше уравнениях; так как в состояний 
равновесия переменные &, ч, С согласно допущению 
равны нулю, то эти уравнения должны удовлетво- 
ряться при этом допущений; таким образом постоян- 
ные члены должны уничтожиться, в результате чего 
мы сначала получим три условных Уравнения 


ОП Да 

55 От --р, (Е БЕ) = 0, 
ОП ЛЬ 

5. Вт —Р, (РЪ; —=0, 
ОП Дс 

%е Вт — 0, (Е р) = 
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Эти уравнения дают значения, которые должны 
иметь коэффициенты а, 6, с в положении равновесия; 
легко видеть, что они представляют в общем виде те 
уравнения, которые мы нашли в отд. У «Статики» для 
равновесия нескольких тел, соединенных между со- 
бою растяжимой или нерастяжимой нитью. 

21. Затем, если для краткости положить 


С=Е—Р, 
Г __ Да | _ 26 ’ __ Ос 
р СР, 7, 
мы получим три следующих уравнения между пере- 
менными &, п, Си Е 
42 92 
ая От += Ъ- дд" += р т — 
о Гы Е Ь ор) |= 0, 
ап „ 
а 8 От + ет +5 Е + 58. дБ )рт— 


Ре -° тЫ 2)] =°. 


тер + ео + Эт 5" 
—р, [ЕР ъ; (+ + р 5 =) =0. 


Таковы уравнения, служащие для определения 
колебаний системы, относительно которых мы до- 
пускаем, что они очень малы; они относятся к тому 
виду уравнений, которые называют уравнениями в ко- 
нечных и бесконечно малых разностях, и так как они 
имеют постоянные коэффициенты, то к ним можно 
применить общий метод, изложенный в предыдущем 
параграфе. 

22. Уравнения пункта 20, содержащие усло- 
вия равновесия, после перехода от разностей к 


30* 
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суммам дают 


Ра _ ° 
УР, т 
Вика 
р 
Ру; = =87- =Рт - С, 


где А, В, С являются произвольными постоянными; 
из них тотчас же получается 


в=И (трт+А + (5рт +8) +(8% Рт+ С). 


В том случае, когда ЕЁ является заданной Ффунк- 
цией 0{, что бывает, когда мы допускаем, что тела 
взаимно притягиваются или отталкиваются с силой 
Ф, являющейся функцией их взаимных расстояний 
5, приведенное значение Г дает значение О], кото- 
рое должно иметь место в состоянии равновесия. 

Но в том случае, когда расстояния 0$ мы рас- 
сматриваем как заданные и неизменные, величина Ф, 
занимающая место множителя /^ (п. 14), неизвестна, 
и ее следует определить с помощью приведенной 
выше формулы; но в данном случае мы имеем 


0$; = Б] 
и, следовательно (п. 19), 


р: + р: 01 +2705 =0, 


что упрощает уравнения предыдущего пункта. 

23. Идея метода, изложенного в п. А, заключает- 
ся в следующем: мы допускаем, что каждая перемен- 
ная может быть выражена с помощью одной и той 
же функции #, помноженной на некоторую величину, 
различную для каждой переменной. 

Если эту функцию обозначить через 0, то мы 
будем иметь 


Е =0Х, ч=0У, С= 07: 
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подставив эти значения в уравнения п. 21, мы легко 
увидим, что для удовлетворения этих уравнений 
необходимо, чтобы переменная 6@9 была определена 
с помощью ранения следующего вида: 


+40 =0; 


2 
в самом деле, подставив тогда вместо рр его значение 


— А9 и разделив все члены на 09, мы получим три сле- 
дующих уравнения в конечных разностях: 


«Хх Вт = т дс 22)" — 


В, [Е Са р т + и] 
АР Бт= (а ри 

ое ое ние] 
АЕ Рт= Вены + в 2 )рт— 

О 


24. Уравнение относительно 0 легко интегрируется; 
оно дает 


9 = Азш (Е ИЁ- =), 


где Е и = — две произвольные постоянные. 

Что касается уравнений относительно Х, У, 2, 
то они, вообще говоря, поддаются интегрированию в 
конечных выражениях с помощью известных методов 
только тогда, когда они—с постоянными, «коэффициен- 
тами; но если разложить конечные разности, обозна- 
ченные символом О), то они принимают следующий 
вид (п. 16): 


АХ, -+ ВУ, + 62, А’Х + ВУ С + 
+ 4, Х+ ВУ С, =0; 
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коэффициенты А, В, С, А’, Б’,... являются постоян- 
ными или переменными, но независимыми от К а 
величина А входит только в значения А’ ВБ’, С’и 
притом только в первой степени. 

Если обозначить через Х., Х\, Х., Х.,... последо- 
вательные значения Х, начиная с первого, соответст- 
вующего первому телу системы, и точно так же через 
Уь, Г, У,, У ..., 00, д, 4, бз,... соответствующие 
им последовательные значения У и и затем эти 
значения подставить в три уравнения, приведенных 
к указанному выше виду, то легко видеть, что первые 
три уравнения дадут значения Х.,У., (. в линейных 
функциях Х,, У., Й, Хь У,, Гу три следующих 
дадут Х., У., 0. в линейных функциях Х.,, У», 0, 
Х1, У:, 24, которые путем подстановки значений Х,, 
У,, 2. тоже станут линейными функциями Хо, Ух, 4%, 
Х;, У1, И и так далее. 

Таким образом вообще значения Хи, Увы, Ди 
будут иметь следующий вид: 


АХ, + ВУ, + 62, + А’Х, + ВУ, + С’, 


причем путем вычислений легко убедиться, что вели- 
чины А, В, С будут рациональными и целыми функ- 
циями К степени (п—2) и что величины А’, ВБ’, С’ 
будут аналогичными функциями (п — 1)-й степени. 

Мы допустили (п. 17), что первое и последнее 
тела системы неподвижны; первое тело относится к 
индексу нуль; следовательно, если через п обозначить 
число всех движущихся тел, то последнее тело, кото- 
рое должно быть неподвижным, относится к индексу 
п +1. Таким образом должно иметь место 


Хо = 0, У, =0, 5 =0, 
Хи — 0, Уи! — 0, бь-1 — 0, 


что дает три линейных уравнения между Х,, У,, й, 
следующего вида: 4’Х, -- ВУ, --С'7, =0, в которых 
коэффициенты А’, Б’,С' являются рациональными и 
целыми функциями А, имеющими п-е измерение. 
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Если исключить величины Х., У|, Й., то полу- 
чается уравнение степени Зп относительно А, что 
соответствует числу неизвестных Х, У, 7, и, следо- 
вательно, это уравнение будет иметь Зп корней. 

Эти же уравнения дадут и отношения между тремя 
величинами Х,, У|, (1, так что значение одной из 
этих величин можно будет взять произвольно. Так 
как эти отношения выражаются с помощью рацио- 
нальных функций А, можно значения трех величин 
Х., У,, 7, выразить с помощью рациональных и це- 
лых функций А и, таким образом, неизвестные Х, 
У, 2 будут тоже, вообще говоря, выражены с помо- 
щью известных рациональных и целых функций (А. 


25. Обозначим через А’, А", Ё",..., КЗ" различ- 
ные корни уравнения относительно А, решение ко- 
торого следует предположить известным, и аналогично 
обозначим через Х’, Х”, Х",..., У’ У’, У",..., и’, 
2”, 2",... соответствующие значения величин Х, У, 2, 
которые получаются в результате подстановки вместо А 
этих различных корней. 

Итак, в соответствии с тем, что мы нашли раньше 


(п. 23 и 24), 
Е = ХЕзш (1 ИЁ- =), 
у =УЁзт (Е ИУЁ + 3), 
= ИЕзт(Е ИЕ + е). 


Если последовательно подставить различные зна- 
чения А и взять различные произвольные постоянные 
Е ие, мы получим столько же частных значений &, 
у), С, сумма которых в соответствии с природой линей- 
ных уравнений даст полные значения этих переменных. 

Эти частные значения &, \, С апалогичны тем 
выражениям, которые представляют малые колеба- 


0’ 
ния маятника, имеющего длину —— (п. 11), при усло- 


вии, что Ё является величиной вещественной и по- 
ложительной; движение каждого тела состоит из 
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такого количества подобных колебаний, сколько 
имеется различных значений А; таким образом в том 
случае, когда все эти значения между собою несо- 
измеримы, невозможно, чтобы система когда-нибудь 
вернулась в свое первоначальное состояние, — по 
крайней мере, если значения &, у, С не могут быть 
сведены к частным значениям, соответствующим только 
одному из корней А. Если в этом последнем случае 
в приведенных выше формулах положить #=0, то 
мы получим ХЕзше, УЕзшЕ, 2Езште в качестве 
значений &, 1, Си ХЕсозе, УЕсозв, СЕ с03Е, В ка- 
„ а а 4 
честве значений =, 3-, .. Следовательно, для 
того чтобы этот случай мог иметь место, необходимо 
чтобы начальные смещения &, 1, С, равно как и на” 


4 4 
чальные скорости с”, аг, 7 были пропорциональ- 


ны Х, У, &, причем существует столько путей для 
выполнения этих условий, сколько имеется различ- 


ных значений К. 
26. Если обозначить верхними штрихами различные 


произвольные постоянные, то мы получим 
= Х'Езт (У - =) - Х”Е" т (У +=”) + 
-- Х"Е" зт (УЁ" + =”)-+..., 
у =У’Е’ эт (ИК +=) + У"Е" за (Е У" + =”) + 
+ У"Е" зв (ВУ +=”) +..., 
РЕ т (ЕИК +=) + 2”Е" эт Фу’ - в”) 
+ "Е" зв СУ" + =")-+..., 


в качестве полных значений переменных &, 71, С, 
выражающих колебания каждого из тел заданной 
системы, каково бы ни было их начальное состояние. 

Эти значения можно представить в более простом 


виде, применив знак № для выражения суммы зна- 


чений, соответствующих различным значениям А; таким 
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образом мы будем иметь _ 
Е = [ХЕ зщ (1 У# + ]] 
я = У [УЕза (Е УЁ+:])] 
С = У, [2Езш ЕУЁ-+®)]. 


Частные выражения 'для переменных &1, \а, С, &», 
75, С5,... ДЛЯ каждого из тел системы мы полу- 
чим, подставив в приведенные выше выражения Ху, 
У,, 21, Х., У., #.,..., вместо Х, У, & и приняв для 
Е и = различные произвольные постоянные Ё\, Ео,..., 
=1, 55,... зависящие от начального состояния системы. 

27. Для того чтобы эти постоянные определить 
наиболее простым путем, я снова обращаюсь к урав- 
нениям п. 21 относительно &, 1, С и складываю их, 
умножив предварительно первое из них на Х, второе 
на У и третье на 70; затем я беру сумму всех этих 
уравнений, составленных указанным образом, распро- 
странив ее на все тела системы, и обозначатю эту сум- 


му символом №; если принять во внимание, что этот 
символ независим от символа 4 дифференциалов, отно- 
оядихся к &, то мы получим следующее уравнение: 


- (ХЕ Ул + 20 т + 


”. 


«(2 9еП 
3 (‘эе= Х Над? + ее ‘95 2) ЕРт т 


ри + ити 2) т + 
т д и 
—8 хр, Е р: — ба (“5 И +: 1- 
р — бы вне |- 


—8 22, [Р р; — бе (а ре: ) | =0. 
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В этом уравнении члены, содержащие под 
знаком суммирования № разности, обозначенные сим- 
волом 0), поддаются преобразованиям, аналогичным 
тем, какие имеют место при интегрированиях по ча- 
стям; тип этих преобразований был нами указан 
в п. 16. Для этого рассмотрим вообще какой-либо 
член вида № ХР, (У ОЕ); с помощью указанных в’ при- 
веденном пункте преобразований, если при этом мы 
примем во внимание, что величины Х и & в начале 
и в конце интегрирований, сопровождающихся сим- 
волом 0), равны нулю (п. 24), то получим 


УХЬ, (У БЕ) =—МУШЕРХ = МЕД (УПХ). 


Но МЕ Р(УШХ) — это то же самое, что № ЕР, (ОХ), 
если вместо члена &,Р (У ОХ) взять предшествующий 
ему член. 

Итак, мы получим вообще 


УХ (ГЕ) = №ЕД, (УРХ); 


аналогичные выражения мы получим и для других 
подобных членов. Таким образом предыдущее уравне- 
ние примет следующий вид: 


4 В (ХЕ Ул + 20 2т +8 (ХЕ (У) (2) =0. 


Величины, обозначенные через (Х), (У), (7), будут 
содержать те же члены, которые образуют правые 
части уравнений п. 23; таким образом эти урав- 
нения дадут 


(Х) =ЁХ Вт, (У) =АУШ)т, (2) =АЁ От, 


откуда следует, что приведенное выше уравнение 
примет следующий вид: 


4% (ХЕ Ул + 20 рт + ЕВ (ХЕ Уч + 20) 2т = 0. 


О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОМ СИСТЕМЫ ТЕЛ д.75 


Отсюда путем интегрирования мы тотчас же получаем 
У (ХЕ У + 20 Фт = за 4 УЁ+»), 


где Си ^ — две произвольные постоянные. 

28. Из природы самого исчисления легко видеть, 
что если в это уравнение вместо А подставить один 
из корней уравнения относительно А, которые мы 
обозначили через А’, К", /",... (п. 25), то мы долж- 
ны получить результат, тождественный с выражения- 
ми для &, у, С пункта 26; следовательно, если в 
предыдущее уравнение подставить эти самые значе- 
ния, то оно должно обратиться в абсолютное тождест- 
во для всех значений (К. 

Таким образом мы получим тождество 


[ Хх У [ХЕзщ (1 ИЁ- =)] + +} 
$ УХ | [УЕзш (Е ИУ#-{ =] + ризы ИХ + 
[+2 У12Езт (УЕ =] | 


для каждого из значений А’, К”, А",.. ‘величины К; а так 
как это тождество должно иметь место независимо от зна- 
чения &, то нетрудно убедиться, что все члены левой 
и правой частей уравнения, содержащие в себе одну 
и ту же дугу ЁУА, должны быть тождественными; 
отсюда прежде всего необходимо следует, что АХ == 
для всех значений / и с. 

Далее, если обратить внимание на значение зна- 


о 1 
ков № и У, из которых первый, №, выражает сумму 


— 


стоящих под знаком величин, относящихся ко всем 
телам системы, т. е. сумму величин, которые МЫ 
обозначили числами, поставленными в виде знаков 


у основания букв (п. 24), а второй, У, выражает 


сумму аналогичных величин, соответствующих всем 


корням А’, А", К”, к") которые мы обозначили 
штрихами вверху (п. 25), то путем сравнения членов, 
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в состав которых входит один и тот же синус, 
получим уравнение 


Е№ (Х? + У? + 22) От = Г. 


Таким образом мы будем иметь вообще 


. = Сэт (УЛ) 
Езт (Е УХ ль ЬИИВНИИ ЛИБО ИИ 

ш (РУ) В (Х?-- У2+ 7?) Рт 
и, следовательно, согласео пункту 27 


В (ХЕ+ Ул+ 20 От. 


Е зщ (2 ИЕ -+ =) = ® (2+ У? -- 72) т 


МЫ 


это — уравнение, которое имеет силу для всех зна- 


чений К. 
29. Пусть теперь, когда #=0, 


6 =, =, 6=Уу 
Й 


4 _‘ 4 _ьо 4 _:. 
о ® РР Ш 


эти шесть величин заданы начальным состоянием 
системы; следовательно, если их ввести в предыду- 
щее уравнение, а также в то уравнение, которое 
получается путем дифференцирования его по &, то, 
положив { =0, мы получим следующие значения про- 


ИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ: 


В (Хх УВ + 2) рт 
В (Х2-- У?- 22) От 
4 У(Ха+ УВ- 2) Фт 


Ес — —— 
= Ух В (Х2-- Уз - 22) рт 


Езт $ = 


7 


Следовательно, если эти значения подставить в 
выражения для &, т", С, приведенные в пункте 26, то 
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мы, наконец, получим 


В (Хх -- УВ + 2) Бт — 
:-х(х Рот 6991 УЕ) + 


_х_ В (Хх- 78+ 21) Рт тя 
+5(> В (Х2- У+ 72) т УР) 


_ В (Ха-- УВ- 21) Рт -. 
"= (т З (2+ Уз 72) От У т 


+5 (57 У (Ха УВ 74) Би. РУХ) 


УХ 5 (х2- У+ 72) Ь 


Ь (Ха+ у р -- 
С — У ил > (Ла-- УВ 2) Вт ©03 И К —- 
В (Х2 + У2+ 22) рт 
2 В(Хо-+ УВ 7)Рт. — 
—— 0—0 ИЕ . 
+5(7. В (Х?-- У? 72) рт У 
Эти формулы, столь же замечательные по своей 
общности, как и по своей простоте, содержат реше- 
НИЯ МНОГИХ проблем, анализ которых с ПОМОЩЬЮ 
других методов был бы очень труден. Мы применим 


их к двум задачам, которые уже были разрешены 
в различных работах, но недостаточно полно. 


$ Ш. Применение выведенных выше формул 
к колебаниям натянутой етруны, нагруженной 
несколькими телами, и к колебаниям 
нерастяжимой нити, нагруженной любым 
количеством грузов и закрепленной в обоих концах 
или только в одном из них. 


30. Найденные нами выражения для переменных 
6, \, С сильно упрощаются, когда в дифференциальных 
уравнениях п. 21 рассматриваемые переменные отде- 
лены. Тогда и переменные Х, У, оказываются 
отделенными в уравнениях п. 23, и каждое из этих 
уравнений с помощью процесса, изложенного в п. 24, 
дает особое уравнение т-й степени относительно Ё. 
Если через №, №:, К, обозначить значения А, соответ- 
ствующие величинам Х, У, #, заданным этими тремя 
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уравнениями, и если при этом сохранить обозначения 
предыдущего пункта, то выражения для 2, у, Св дан- 
ном случае сводятся к следующим: | 


5 Хо)т —- 
ХХ зири со УТ) —- 


Х ЭХаОт . —. 
У в / 
и Ук Ъ№хОт те} Е} 
—__ ЗУВОт — 
"(Уз 2 УВ) + 


+ У [УЕ Зри 911 ив) 
—__ 574 Ет = 
<= (2 5дря < УЪ) + 


2 №21)т — 
Ух, №722ШОт 
31. Этот случай имеет место прежде всего тогда, 
когда предполагается, что тела в состоянии равновесия 
расположены на прямой линии; в самом деле, если 
мы примем эту линию за ось х, то координаты 6 ис 
будут равны нулю, точно так же будут равны нулю 
и их разности 06, Ос; из условных уравнений п. 20 


будет вытекать требование, чтобы 5 ==0, - = 0, т. е. 


чтобы силы, перпендикулярные к оси, были равны 


= 9*П 
нулю. Тогда мы будем также иметь >. = 0, 
92П 


— у =— 
295 = 0, и уравнения п. 21 в силу того, что а' =1, 


р =0, с =ОиС=Е-—Р', примут следующий вид:- 


ЧЕ 921 ‚, БЕ 

а От -- а ЕОт — р, ( э;)= 0, 
42) Рух 
1 Рт—р, (Е —0, 


4% 0% 
Е От — р, (Е — 
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Следовательно, уравнения пункта 23 перейдут в сле- 
дующие: 


(вов )Хрт+ (Ро; )=0, 
КУ Рт + 2, (Е-рг —0, 

“ 
2 От +2.(Етг)= 0; 


как видим, в этих уравнениях переменные отделены 
друг от друга, так что каждую из них можно опре- 
делить особо. 

Неопределенная постоянная величина А может 
быть, следовательно, различной в этих трех уравне- 
ниях, И каждое из последних даст уравнение п-й 
степени для определения этой постоянной. Таким 
путем мы получим формулы предыдущего пункта. 

32. Так как в рассматриваемом случае 06 = 0, 


Ос =0, то О} = а (п. 19) и уравнения равновесия 
(п. 22) дают 


ОП 
Е=№- От-+ А. 


Но для того чтобы получить значение величины 
Е’ (п. 19), следует знать Е как функцию О] 
или Да; тогда путем дифференцирования можно по- 
лучить значение Р’в функции Р. 

Так, например, если допустить Ф == К (О$)”, то мы 
получим Р = К (Оп, а отсюда Е’ = тК (ВР" = тЕ. 

В том случае, когда мы отвлекаемся от какой бы 


ь2 ЭЛ 
то ни было посторонней силы, мы имеем 5 = 0, 


откуда получается РЁ = А, и, следовательно, тогда Ё 
является постоянной для всех тел. Но значение Ё” 
может изменяться от одного тела к другому, по 
крайней мере, когда расстояние Ва между дву- 
мя следующими друг за другом телами не является 
тоже одинаковым для всех тел. В последнем слу- 
чае величины Ри Ё’ являются двумя постоянными, 
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которые могут быть определены а розег!0от! без’ зна- 
ния закона функции Ф. 

Последний случай — это случай натянутой нити 
или струны, оба конца которой закреплены и которая 
нагружена любым количеством тел, расположенных 
на равных друг от друга расстояниях; тогда вели- 
чина Г выражает натяжение нити или груз, который 
может его вызвать; однако величину Ё’ нельзя вывести 
из Р, не зная закона упругости струны. 

Эта проблема, которая известна под названием 
проблемы колеблющихся струн, заслуживает особого 
исследования, так как, с одной стороны, она поддается 
общему решению, а с другой стороны, она тесно 
связана со знаменитой проблемой колебаний звучащих 
струн. 

33. Допустим, что все тела От, которыми нагру- 
жена нить, равны между собою и лишены веса и что 
промежутки Р{ или Да, отделяющие их друг от друга 
в состоянии равновесия, тоже равны. 

Так как п представляет число движущихся тел, 
то ясно, что если через М обозначить всю массу или 
же сумму всех масс От, включая и последнюю, 
которую мы принимаем неподвижной, и через 
[— длину струны в состоянии равновесия, то мы 
будем иметь 

М 1 
Вт = т И РЕ = Ба = ст, 
и три уравнения п. 31 относительно Х, У, ПД примут 
следующий вид: 


ее 
ПИК 

ет т и о, 
ПИК 


Так как эти уравнения совершенно аналогичны, до- 
статочно разрешить первое из них; поставив Ё вместо 
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Е’, мы затем получим решение и для других двух 
уравнений. 
24. Пусть г будет указателем, или индексом по- 
рядка, занимаемого каким-либо членом Х в ряду 
Х-0ов; мы будем вообще обозначать этот член через 
-Х, а предыдущий Х будет Х,_1. Тогда первое урав- 
нение примет следующий вид: 


НИЕ 
Е” Х, + 02Х — 0. 


Для разрешения этого уравнения положим 
Х, = Н зщ (го -- е), 


где Н ие — две произвольные постоянные; с помощью 
известных формул умножения углов мы получим 


ОХ =Х 4 —2Х,-Х, = -— 4 Я зщ (тф - ©) 11? — 


) 


если эти значения подставить в предыдущее уравне- 
ние, то последнее после разделения на Х, примет 
следующий вид: 
ПМЕ 
п 1 РЕ’ 


откуда получается 
УЕ=2 +1) И 2-1 


Но нам следует (п. 24) выполнить два условия: 
Х. = 0 и Хн-1 =0. Первое из них дает е = 0, второе 
эт (п -- 1)х=0, откуда получается (п-+Т)ф=от, 
где г — угол в 180°, а р — любое целое число. Таким 


) 


. 6 
— 4311? >. = 0 


к 
образом мы имеем ф = т ‚ следовательно, если по- 


ложить Я =1, что вполне допустимо, то мы получим 
вообще 


а: Гот 
Хр 


31 ЭК, Лагранж, т. 1 
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Такое же выражение мы получим для У, и Й., ко- 
торые следует подставить вместо Х, У, 1 в выраже- 
ния &, \, С пункта 30. 

Если то же значение ф подставить в найденное 


выше выражение для Уй, то получается 


ТО Е Зе; 


здесь можно вместо р ставить все целые числа от 
О до п включительно, ибо р = п -- 1 дает для Х, У, 2 
значения, равные нулю, а при значениях, превышаю- 


щих п -- 1, синусы получают прежние зна- 


рп 
2 (п 1) 
чения. 

Таким образом мы имеем столько значений (К, 
сколько имеется движущихся тел; эти значения 
являются корнями уравнения, определяющего А. 

Если вместо Ё’ поставить ЕЁ, получается значение 
корней А,, А, двух других уравнений для К. 

Произведем эти подстановки в общие формулы 
п. 30, причем обратим внимание на то обстоятельство, 
что знак суммирования № должен относиться только 
к показателям или индексам порядка г от г =1 


до г = И и что знак суммирования У должен отно- 
ситься к индексам р различных корней, от р=1 
до р = 

о. касается величины $ Х: рт = рт ® Хз, то в 
силу Ф = тт, мы будем иметь следующее сумми- 
рование: 
УХ? = зп? ф -- зт? 20 -- 31? Зо... +- 11? иф = 

1 


= = В (0829 + 60549 + возбр +. .. Е с03 21) = 
А и 1. | 
2 2 2 (1 — с03 25) 2] 2“ 


Точно так же мы получим № У? = № 7? = Е 
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35. Так как значения А между собою несоизме- 
римы, то струна никогда не сможет вернуться 
к своему первоначальному положению, если только 
выражения &, \, С не сводятся к единственному 
члену (п. 25), В последнем случае, подставив в фор- 
мулы упомянутой статьи вместо Х, У, 1 и / най- 
денные нами только что выражения и положив для 
краткости 


——- 


Е’ Г 
й'=у —, й= —, 
М М 
мы получим следующие выражения, в которых я со- 
$ п 
храняю угол ф вместо его значения м 


Е = Езтгфзйв (№ эт -> -- =), 
п = Ем лоза (25 +:), 
$ = Е зи поза (#4 шт - с); 


но при этом требуется, чтобы первоначальные зна- 


чения о, В, 1, «, В, 17, соответствующие #=0, были 
пронорциональны зштгФ. Это — известное решение, 
при котором допускается, что тела совершают лишь 
простые и изохронные колебания. 

36. Для того чтобы получить общие выражения, 
применимые к любому начальному состоянию, сле- 
дует воспользоваться формулами п. 30, подставив 
в них найденные выше (п. 34) значения. Для боль- 
шей ясности применим к переменным &, \, © пока- 
затель или индекс т, поставленный внизу у этих 
букв, чтобы таким образом отметить порядок тел, 
к которым они относятся; что же касается величин 


&, В, т, ©, В, у и Х, У, 1, находящихся под знаком 


суммы У, то для них мы применим показатель 5 
вместо г, так как первый из них относится только 


к знаку №, который показывает, что следует взять 
31* 
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сумму всех членов, соответствующих значениям $5, 
от 0 до п. 
Таким образом мы получим следующую общую 
формулу: 
[ Аа: 311 50 с03 [2 (и +1) т + ] 
2 311 ГФ | 
5, = п 1 1 а [2% +1) 5 | 
| а | 
| 2 (п 1) #0 = ] 


а для того, чтобы получить выражения 7), С,, сле- 
дует лишь вместо й’ взять А, а х, х заменить величи- 


нами В, В, и у, у. 

Переменные &, выражают продольные смещения 
тел по прямой линии или оси, проходящей через оба 
конца струны, а переменные у, С, выражают их по- 
перечные или боковые смещения по направлению, 
перпендикулярному к оси, — единственные смещения, 
которые до сих пор рассматривали при решении про- 
блемы о колеблющихся струнах. 


Что касается знака `У, то следует вспомнить, что 


он выражает сумму всех величин, стоящих под этим 
символом, соответствующих © =1, 2, 3,...,п; отсюда 
видно, что смещения каждого тела как продольные, 
так и поперечные складываются, вообще говоря, из 
такого количества частных смещений, аналогичных 
смещениям различных маятников, длины которых 
равны 
8 5 


4 (п - 1)2 17? 5112 =. & (п - 1)2 1? $1102 >. 


где © означает силу тяжести, — сколько имеется дви- 
жущихся тел. 

Для того чтобы значения Й и Й’ были веществен- 
ными, величины Ри Ё’ должны быть положительны- 
ми (п. 35); следовательно, согласно допущению п. 32 


О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ 435 


показатель т должен быть положительным. В том 
случае, когда тела друг друга отталкивают, Ё 
будет величиной отрицательной, и тогда показатель 
т тоже должен быть отрицательным; сверх того, что- 
бы поперечные колебания 7 и С были равны нулю, 


мы должны иметь В =0, В =0, у=0, у=0. 

37. Здесь следует сделать важное замечание по 
поводу только что найденного нами общего выраже- 
ния для &,. Хотя мы и предполагали, что число п 
движущихся тел задано и что струна, длина которой 
тоже задана, закреплена в обоих своих концах, тем 
не менее расчет не ограничивается этими допущениями, 
и рассматриваемое выражение дает значение &, для 
всех тел, расположенных на той же: прямой линии, 
порядок которых выражается любым целым числом г, 
положительным или отрицательным. 

В самом деле, так как это число г входит только 
в пхгф, то ясно, что ему можно дать какие угодно 
значения, и в то же время. мы видим, что, так как 


ф = т: этот синус не изменяет своего значения, 
если вместо 7’ подставить 2^ (п-- 1) + г, и становится 
только отрицательным, если вместо г подставить 
2) (п 1) —г, где ^ — любое целое число, положитель- 
ное или отрицательное. Отсюда следует, что если 
соответственно характеру расчета допустить, что струна 
простирается бесконечно далеко в обе стороны и что 
она по всей своей длине нагружена равными телами, 
расположенными на равных друг от друга расстоя- 
ниях, то эти тела будут двигаться таким образом, что 
мы всегда будем иметь 


2 (и--1)-- и = = 2 ,. 


Но легко видеть, что формула 2^(п +1) г может 
выразить все целые числа, если допустить, что г за- 
ключается между О и п--1; в самом деле, пусть 
имеется какое-нибудь целое число; если его разделить 
на 2 (п-- 1) так, чтобы остаток, положительный или 
отрицательный, оказался меньше п -- 1, а это всегда 
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возможно, и если ^ считать частным, а-- г — остат- 
ком, то это число выразится через 2^ (п- 1) г. 
Таким образом значение &, относящееся к лю- 
бому телу, помещенному на той же линии на лю- 
бом расстоянии от начала оси [, всегда сведется к 
значению & для одного из тел, расположенных на 
этой оси. 

Так как найденное нами соотношение между раз- 
личными значениями & является общим, каково бы 
ни было число г, то если вместо г поставить ^ (п-1)- 
и взять нижний знак, мы получим 


(4-1) — — А (и--А г. 


Отсюда легко заключить, что если мы представим 
себе всю неограниченную длину струны, разделенной 
на части, равные длине {/ заданной струны, то зна- 
чения & в каждой из этих частей на равных расстоя- 
ниях от точек деления будут между собою равны, 
но будут иметь различные знаки в двух смежных 
частях. Следовательно, если значения & для всех тел, 
расположенных на оси [, представить с помощью орди- 
нат вершин многоугольника, построенного на этой 
оси, то достаточно будет только перемещать этот мно- 
гоугольник попеременно и симметрично вверх и вниз 
вдоль оси, продолженной в абе стороны до бесконеч- 
ности, так что стороны, прилегающие к точке раздела, 
будут иметь одни и те же величины, но будут направ- 
лены противоположно и будут лежать на одной и той 
же прямой; таким образом для каждого мгновения 
мы получим значения & для всех тел, которые мы 
предполагаем распределенными на одной и той же 
прямой линии, продолженной до бесконечности, — 
с помощью ординат вершин этого многоугольника, 
составленного из бесконечно большого количества 
частей. В каждой точке раздела эти значения равны 
нулю, так что тела, расположенные в этих точках, 
сами по себе остаются неподвижными; таким образом 
самый расчет удовлетворяет условию, чтобы оба конца 
заданной струны остались неподвижными. 
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То, что было доказано нами длЯ переменных &, 
в равной мере действительно и для производных 


р 
-_® 


и; в самом деле, если выражение для &, продифферен- 
пы 
41’ 
к которому можно применить те же самые рассуж- 
дения, какие были изложены выше. 

Следовательно, и значения для хиа, выражающие 


4 


значения & и -. в первое мгновение и являющиеся 


цировать по {, то мы получим выражение для 


произвольными для всех тел, расположенных на оси [, 
могут быть выражены с помощью подобного же постро- 
ения на протяжении струны неограниченной длины. 
Так как выражения для двух других переменных 
7) и С отличаюся от выражения для & только началь- 


ными значениями В, В, Иу, у, занимающими места х,, 


х, то те же выводы имеют силу и по отношению 
к этим переменным. 

38. Отсюда можно сделать общий вывод, что если 
натянутая струна произвольной длины, нагруженная 
равными телами, расположенными на равных друг от 
друга расстояниях, разделена на ряд равных частей, 
причем каждая из них заключена между двумя тела- 
ми, и если все тела, за исключением находящихся 
в точках раздела, одновременно привести в колебание 
таким образом, чтобы движения тел, находящихся на 
равных расстояниях по.обе стороны от точек раздела, 
были равны, но противоположно направлены, то 
в этом случае тела, расположенные в точках раздела, 
будут сами собою оставаться неподвижными и каждая 
часть струны будет двигаться таким образом, как 
если бы она была изолирована и оба ее конца были 
закреплены совершенно неподвижно. 

Отсюда следует, что натянутая струна длины 
закрепленная в обоих своих концах, нагруженная п 
телами и разделенная на © частей, где х является 
делителем п -- 1, если начальное. состояние - таково, 
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что тела, находящиеся в точках раздела, не испыты- 
вают никакого толчка, а тела, лежащие на равных рас- 
стояниях по одну и другую сторону от точки раздела, 
получают одинаковые, но противоголожно направлен- 
ные толчки, то струна будет колебаться таким образом, 
как если бы точки раздела были неподвижны и струна 


р 
имела бы только длину = 


39. Отделение переменных в уравнениях относи- 
тельно &, \, С может быть произведено и без допуще- 
ния, что в состоянии равновесия тела расположены 
на прямой линии, а на основе допущения, что при 
движении их взаимные расстояния не изменяются во 
время движения. В п. 14 мы указали, что этот случай 
связан с теми же общими формулами, если только рас- 
сматривать величину Ф, а следовательно, и величину 
Г, как неопределенные величины, а в п. 22 мы видели, 
что в этом случае мы имеем условное уравнение 


рт + рум +15 = 0, 


в силу которого в общих уравнениях п. 24 все члены, 
умноженные на С, исчезают. 


Если принять во внимание только тяжесть тел и 
допустить, что оси абсцисс х иа расположены верти- 


ЭП 
кально и направлены снизу вверх, то -_- будет равно 


ускоряющей силе тяжести, которую мы обозначим 


ОП д 
через 8, и, далее, =. = 0, =. — 0; уравнения упомя- 
р 


нутого пункта УТ тогда следующий вид: 


че Рт—Р( Е’) =0, 
1 От — — р, (Е 51) =0, 
98 рт—, (Е р) =0, 


при котором переменные разделены, 
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Значение Г будет равно (п. 22) 
Р=У (28 )т- А)? + ВЗ- С°. 


Уравнения относительно Х, У, ( примут тогда следую- 
щий вид (п. 23): 


вхрт+ 0, (Р-р) = 0, 
Ут + р, (Р-р —0, 


7 От р, (Е 57) —0. 


Как видим, последние уравнения совершенно подобны 
друг другу, так что можно положить Х == У = &, ибо 
произвольные постоянные, которыми эти величины 
могут отличаться друг от друга, определяются одними 
и теми же условиями и. следовательно, тоже равны 
между собою. Таким образом значения &, 9, С, данные 
общими формулами п. 30, будут отличаться друг от 
друга только начальными значениями а, В, 1, о, В, 1, 
которые могут быть произвольными. 

Следовательно, вся трудность сводится к нахож- 
дению общего выражения Х; однако это не может 
быть осуществлено с помощью известных методов. 

Последний случай касается движения нерастяжи- 
мой нити, нагруженной множеством грузов и закре- 
пленной неподвижно обоими своими концами. 

40. Когда нить закреплена только одним из своих 
концов, в качестве которого мы возьмем верхний конец, 
то, так как нижнее тело должно быть свободно, значение 
Ф или [ на нижнем конце нити согласно п. 17 должно 
быть равно нулю. Если этот конец принять за начало 
абсцисс, которые мы будем считать направленными 
снизу вверх, и если, начиная отсюда, образовать 
сумму № Дэ, то в этом месте значение Ё будет равно 
нулю, если только А =0, В =0, С =0. Таким обра- 
зом. мы будем иметь А =2№ Шт. 
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Так как в рассматриваемом случае мы имеем 
ОП ЭП ОП 
— = 0, 


ба = 8, ‘55 8 =0, 


то уравнения пункта 22 дадут 
ра= р}, 06=0, Пе=0, 


т. е. что координаты 6, с постоянны; таким образом в 
состоянии равновесия нить образует прямую линию, 
параллельную вертикальной оси абсцисс а. Следова- 
тельно, можно положить ВБ =0, с =0, если за ось 
а принять вертикальную линию, проходящую через 
точку подвеса нити. 

Этот случай, представляющий собою случай очень 
малых колебаний нити, подвешенной в неподвижной 
точке и нагруженной любым количеством грузов, 
тоже поддается общему решению в том случае, когда 
грузы между собою равны и расположены на равных 
друг от друга расстояниях. 

. Если в последнем случае обозначить через п 
число тел, через М— сумму их масс От и через /—дли- 
ну нити, то мы будем иметь 

Ррт= ру=ра=-; 


а если сверх того обозначить через г число тел, 
начиная с нижнего конца и до тела, которому соот- 
ветствуют переменные &, \, С, то мы будем иметь 


8Рт = ("—1)рт=( М, 


а отсюда мы получим 
р_8(-М 


п 
Если уравнение п. 39 относительно Х умножить 
на 1], Поставить Х, вместо Х и принять во внима- 
ние, что ‚Х превращается в Х,-_1, аХ,—вХ,44, то это 
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уравнение примет следующий вид: 


СХ, + [("—1 2х] =0; 


следовательно, если произвести дифференцирования, 
указанные символом О, то согласно формуле пункта 
16 мы будем иметь 


= Х, ++ (Хы —Х,) -- (к — 1) (Х,ф— —2Х, - Х!--1) =0. 


Ввиду наличия переменного коэффициента г, на- 
стоящее уравнение нельзя трактовать аналогично тем 
уравнениям, которые дают обыкновенные рекуррент- 
ные последовательности, но из него можно одно за 
другим получить значения Х,, Х.,... 

Для этого ему нужно лишь придать следующий 


ВИ где д = М: 
д, где =: 


Отсюда, давая г последовательно значения г=\, 
2,3,..., мы получим 


Хо = (1—1) Х,, 
3—й 1 р? 
Хх; = 5 5-Х, = (1—2 + => )Х,, 
5—й 2 ЗИ? р3 
= —5- И ик 
612 
Х, = (1—4 +5 — 5.5 Раза) Х, 


и так далее; таким рапон бы будем иметь вообще 


Хин [1+ И ны ИИ ОЭ +... | Х, "). 


*) Общий член этого ряда имеет следующий: вид: 


г(Г— 1)... (г 1 
(—1)Р и ПРХ,. (Прим.Бертрана.) 
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Допустим, что верхний конец нити, который дол- 
жен оставаться неподвижным, соответствует телу, 
порядок которого равен п 1; тогда мы должны 
иметь Хи.--1 = 0, что дает следующее уравнение, если 


вместо А поставить его значение пт 


) 


1 И.О ОР #0298 4... —0. 
5 418 &.9 пз33 
Это уравнение будет п-й степени относительно # и, 
следовательно, даст п значений А, которые мы 
обозначим вообще через А“®). 

42. Таким образом в формулах п. 30 следует лишь 
подставить вместо Х, У и { приведенное выше выра- 
жение Х, и вместо А значение А®) и затем выполнить 


суммирования, обозначенные символами № иУ. Следует, 


однако, принять во внимание, что в рассматриваемом 
случае, когда мы допускаем 06 =0, Пс =0 (п. 40), 
условное уравнение п. 39 дает 2Ё = 0 и что, следо- 
вательно, & имеет одно и то же значение для всех 
тел, которое, однако, может быть функцией # для 


начала движения мы имеем х и сх, равные постоянным 
величинам, Но так как первое тело согласно допуще- 


нию неподвижно, то начальные значений х и © для 
этого тела равны нулю; стало быть, они будут равны 
нулю и для всех остальных тел. Следовательно, 
и общее выражение переменной & будет равно нулю. 
ЦК такому выводу мы приходим, если, как мы это 
сделали выше, пренебречь вторыми и более высокими 
степенями переменных &, \, (, которые мы считаем 
очень малыми. В самом деле, в силу соотношения 
052 = рх? -- Ру? - )2? и 106 =0, Псе=0 уравнение 
2; =0{ пункта 19 дает 
Ра? = (Ба -- 0&)* + Оу? - 052, 


откуда следует 
__ О-В. 
0% = 22а -’ 
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таким образом переменные & будут величинами второго 
порядка по отношению к т и С. 


Обозначим теперь через Ф, следующую функцию г: 


(2) (о) 
| (Р— 1) (" —2) [А 2 
(Юм т Ся) — 
(п — 1) (г -— 2) (г— 3) 23 
И пи и т. 


и в общем выражении для  оромонной у п. 30 под- 
ставим, как мы это сделали в п. 36, 7, вместо т 
и в членах, стоящих вне знака &, подставим Ф, 
вместо У, а в тех членах, которые стоят под знаком ®,, 


мы поставим $ вместог и В,, В; вместо В иВ. Таким 
образом‘ для любого тела, порядок которого при счете 
снизу вверх равен г, мы получим 


г Ф Ф — 
Тк = У, Е сов г /Й® —- 


+5 — Ф,Ъ (&.Ф,) зо РУХ | 


(ФИ 
где знак & выражает сумму членов, соответствующих 
$5=1, 2, 3,..., п, а знак У, представляет сумму 
членов, соответствующих © =1, 2, 3,..., п, если 
допустить, что #44), А(®), К3),..., К являются корнями 
уравнения Ф„-.1 =0 относительно А“). 
Совершенно такое же выражение мы получим для 


переменной С,, если величины В., В; мы просто заменим 
величинами \з, з. 

Таким образом проблема бесконечно малых коле- 
баний нити, нагруженной любым количеством равных 
грузов, полностью разрешена; остается только опре- 
делить корни уравнения относительно #“®), что в общем 
случае представляется невозможным. 

43. Впрочем, хотя мы и не в состоянии определить 
этих корней, тем не менее можно быть уверенным, 
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что все они должны быть вещественными, положи- 
тельными и неравными; в противном случае значения 
2, т, С содержали бы в себе члены, которые со 
временем возрастают, что невозможно, так как в силу 
самой природы задачи ясно, что колебания нити 
должны всегда иметь лишь небольшие размеры, если 
начальные значения &, у, С очень малы. 

Обратное имело бы место, если бы мы предполо- 
жили, что величина г, выражающая тяжесть, отри- 
цательна, т. е. что она действует в противоположном 
направлении; действительно, это был бы случаи, 
когда точка подвеса вертикальной нити помещена 
в нижнем ее конце; тогда нить, будучи хоть немного 
выведена из своего вертикального положения, пере- 
вернулась бы. В самом деле, если в уравнении 
относительно А положить © отрицательным, то все 
члены уравнения становятся положительными, так 
что уравнение может иметь лишь корни‘ мнимые 
или отрицательные вещественные. 

Приведенные результаты можно получить иа рг1ог1 
с помощью принципов, изложенных в п. 8, что может 
послужить для доказательства правильности этих 
принципов. В самом деле, если принять во внимание 
условие нерастяжимоести нити, из которого вытекает 


(см. предыд. пункт; суммирование начинается с ниж- 
него тела) 


__ От? -- 0? 
=, 
то значение У составит просто &ПГт, и тогда мы 
будем иметь 


НИ = &1 = ба -{ 86. 


Но так как верхнее тело, соответствующее поряд- 
ковому числу п-- 1, согласно допущению закреплено 
неподвижно, то в данном месте значение & должно 
быть равно нулю; следовательно, мы будем иметь 


ыы —) 
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при этом предполагается, что стоящая в скобках сумма 
представляет собою полную сумму. Поэтому мы имеем 


—_ ©! Ру? - 0? 
5 = ь 20а у 


. 
где знак № означает суммы, взятые в обратном 
порядке, начиная с самого верхнего тела, и пред- 
ставляющие собою разности между всей суммой 


и частными суммами, обозначенными через ®, которые 
должны начинаться с нижнего тела, где находится 
начало абсцисс. 

Таким образом мы получаем 


‹ Дл? ре? 
У =Ебарт +88 0т я — о, 


откуда видно, что часть У, содержащая вторые 
степени переменных т и (, которые теперь являются 
независимыми друг от друга, необходимо всегда 
положительна, и что, следовательно, корни уравнения 
относительно А все вещественны, положительны 
и неравны между собою. Обратное получилось бы, 
если бы мы дали в отрицательное значение. 


$ М. 0 колебаниях звучащих етрун, 
рассматриваемых в качестве натянутых струн, 
нагруженных бесконечно большим количеством 
малых грузов, расположенных бесконечно близко 
друг от друга; о прерывности произвольных функций. 


44. Общее решение, данное нами для проблемы 
колеблющихся струн, имеет силу, каково бы ни было 
число п движущихся тел и каково бы ни было 
начальное состояние этих тел; следовательно, его 
можно применить и в том случае, когда п становится 
бесконечно большим, а промежутки между телами 
становятся бесконечно малыми так, что длина струны 
остается при этом неизменной; тогда движение каждого 
тела будет выражено с помощью бесконечного ряда 
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членов, сумма которых будет эквивалентна некоторой 
конечной функции, отличной от той функции, с по- 
мощью которой выражается каждый из его членов. 
Таков случай звучащей струны постоянной плотности, 
причем обычно его разрешают непосредственно с по- 
мощью дифференциального исчисления; между тем для 
анализа представляется, пожалуй, интересным пока- 
зать, каким образом его можно вывести из общего 
решения, в особенности, — принимая во внимание то 
обстоятельство, Что, идя этим путем, мы уверены 
в получении решения, применимого к любой форме, 
какую струна может иметь в начале своего движения. 

145. Отметим сначала, что если п предположить 


бесконечно болышим, то значение ИК (п. 34) бу- 


/ 


дет равно М. от, Так как предельное значение 


2( - 1) зщ т составляет рп; таким образом корни 
уравнения относительно к, которые все между собою 
несоизмеримы когда число п движущихся тел конечно, 
станут соизмеримыми, когда п будет бесконечно 


ое . Е’ 
большим: их общей мерой будет т | пт при про- 


—> 


Г 
дольных смещениях & и п И ПРИ поперечных 


и С; отсюда следует, что по истечении времени 


2 у“ струна всегца будет принимать свой пер- 


воначальный вид по отношению к оси, каково бы ни 
было ее начальное состояние. 

Конечно, число © тоже может стать бесконечно 
большим, т. е. могут быть такие случаи, когда уже 
нельзя будет принимать 


2 (п -- 1) Ш ЕВ = ок, 


но так как это может случиться только после беско- 
нечно большого числа членов в бесконечных рядах, 


обозначенных символом У, то из известной теории 
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этих рядов следует, что эти особые случаи не предета- 
вляют собою исключения из общего вывода. 

В этом, впрочем, можно убедиться и непосредствен- 
но; в самом деле, в том случае, когда п бесконечно 
велико, конечные разности, обозначенные через 
р, становятся бесконечно малыми; поэтому уравнение 
п. 33 относительно Х, при замене О знаком 4 и при 


подстановке вместо п--1 его значения -_ прини- 
мает следующий вид: 


МЕ ех 
177 Х -+ = 0; 


а? 


это уравнение после интегрирования дает 
Хх = Наш (а т +=). 


Если а=Оиа=[, то Х. должно равняться нулю, 
так как оба конца струны неподвижны; первое условие 


| МЕ 

дает = =0, а второе дает гу м = рт, откуда сле- 
Е” 

М‘ 

Таким образом для того, чтобы в данном случае 
струна всегда возвращалась в свое первоначальное 
состояние, нет необходимости допускать, что она 
совершает только простые колебания, аналогичные 
колебаниям маятника, как мы это делали в п. 35; 
действительно, каково бы ни было ее первоначальное 
состояние, мы уверены, что ее колебания будут всегда 
сами по себе изохронными и в то же время синхрон- 
ными с колебаниями простого маятника, длина кото- 


дует, как и раньше, У = от 


рого равна р. Однако закон этих колебаний будет 


отличен от закона колебаний маятников И будет 
зависеть от начального состояния струны. 

Для_ того чтобы установить этот закон, следует 
посмотреть, во что превращаются общие выражения 


32 к. Лагранж, т. 1 
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Е 1, С в случае бесконечно большого п; этот вопрос 
мы сейчас и исследуем. 


46. Подставим в общей формуле п. 36 т вме- 
о т -^ $0 
сто фи ие вместо эт 5, полагая п беско 


нечно большим; вместо индексов ги $, обозначающих 
порядковый номер тел, к которым относятся перемен- 
ные & и о, применим, что значительно проще, части 
самой оси или абсциссы, соответствующие этим те- 
лам, обозначив через х абсциссу, относящуюся К 6, 


и через а абсциссу, относящуюся к хик о. Так как 
согласно допущению вся длина струны равна {, то 
мы будем иметь 

Г НЯ 5 д 


| 
+11’ п+1  {, п =рь, 


и рассматриваемая формула даст следующее общее 
выражение для продольных смещений &: 


77 Л рт 
= У а" т А‘) соз (окй’{) + А рт ‘ет | 
где 


па — 
А® —® (вт пм ие, 


А) = ® (вт г г] . 


Знак У, обозначает здесь бесконечный ряд членов, 


соответствующих значениям р =1, 2, 3,..., а знак № 
обозначает другие бесконечные ряды членов, соответ- 
ствующих всем значениям а, Ра, 2)а, З)а,..., так 
как Да бесконечно мало. 

Аналогичные выражения мы получим для попе- 
речных смещений т и С, если вместо Й’ поставим й 
и вместо х, х поставим В, В и у, у. 

47. Даниил Бернулли, обобщая решение задачи о 
звучащих струнах, данное Тейлором (Тау]ог), пришел 
к формуле, которая подобна приведенной выше, но 
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в которой коэффициенты А“) равны нулю, а коэффи- 
циенты .(?) обозначают просто произвольные постоян- 
ные, зависящие от начального вида струны (Мето1гез 
4е ВегИп 1753); оп полагал, что с помощью различ- 
ных членов его формулы можно объяснить гармони- 
ческие тоны, которые струна издает одновременно со 
своим основным тоном. Наша формула, в которой эти 
коэффициенты выражены с помощью начальных зна- 


чений х, х, дает нам возможность дополнить это объ- 
яснение, которое после Бернулли было принято мно- 
гими авторами. 

В самом деле, легко видеть, что основной тон струны 
получается от первого или от двух первых членов 
ряда, соответствующих р = 1, и что последовательные 
гармонические тона, т. е. октава, дуодецима, двойная 
октава, септендецима, ...получаются от следующих 
членов, соответствующих р =2, 3, 4, 5,... Итак, для 
того чтобы основной тон доминировал над всеми другими 
и чтобы одновременно были слышны только первые гар- 
монические тона, следует допустить, что коэффициен- 


ты 4(), 4“) значительно больше всех остальных, вме- 
сте взятых, и что дальнейшие коэффициенты 


А@), 43), А&),..., А®), АЗ), А&,... 


образуют очень сильно сходящиеся ряды. Однако из 
характера зависимости этих коэффициентов от началь- 


ных значений о и о видно, что это допущение неприем- 
лемо, если начальное состояние струны рассматривать 
как произвольное; мы видим даже, что в большинстве 
случаев эти коэффициенты образуют расходящиеся 
ряды, что, однако, не мешает тому, чтобы струна 
совершала изохронные или одинаковой продолжитель- 
ности колебания, — единственное условие, необходимое 
для образования тона. 

48. Хотя формулы п. 46 дают точно движение 
струны по истечении любого времени &, тем не менее 


32* 
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бесконечные ряды, входящие в эти формулы, не дают 
возможности составить ясное и наглядное пред- 
ставление об этом движении. Однако,’ если общую 
формулу рассмотреть с другой точки зрения, то из 
нее можно вывести простое однообразное построение 
для определения состояния струны в любой момент 
времени, каково бы ни было ее первоначальное со- 
стояние. 

Вернемся к этой формуле и представим ее в сле- 
дующем виде, что допустимо ввиду независимости 
знаков суммирования № и У: 


Е, — бе 11 5ф 605 [2 (и +1) мезш | -- 


о 811 Ё (в + 1) 2’ зщ $ 
а У ар Г. 
из > 


Из этой формулы сначала выведем одно следствие, 
которое будет для нас очень полезно. Так как со- 
гласно допущению х представляет собою начальное 
значение & (п. 29), то если в приведенном выше вы- 
ражении для &, положить # = 0, оно превратится вх, 


и, следовательно, У нас получится следующее тож- 
дество: 


= Эл ‚ет 7? 5$. 


Ясно, что правая часть этого тождества не может 
свестись к о,, если только мы не имеем вообще 


Хе зы зр 0, 


когда $ отлично от г; а когда $ =т, мы имеем 


У д п гф = 1, 


п-+-1 
рт 


где ф равно ‚ а знак № относится к последова- 
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тельным значениям 1, 2, 3,...,п величины ©; это 
дает ряд, образованный из произведений синусов 


гк 8 
углов, кратных 1 И пт , сумма которых в пер- 


вом случае всегда должна быть равна нулю, а во 
п-т 1 
2 
посредственно с помощью известных формул для 
суммирования этого вида рядов. 
В приведенных формулах г и $ являются согласно 
допущению любыми целыми числами, заключающи- 


втором . Этот вывод может быть получен и не- 


мися между 0 ип -|- 1. Но так как ФТ ‚ где р— 


тоже целое число, то если вместо г поставить 
2) (п -- 1) тг, где ^— любое целое число, положи- 
тельное или отрицательное, то мы будем иметь 


эт [2% (п 1) -Ет|Ф = Е ва го; 
следовательно, мы получим .вообще 


У 2 зщ [2 (п 1) + "]Ф 
| п 1 


в зависимости от того, равны ли между собою $ ит 
или не равны. 

Выражение 2^(п-- 1) --тг может представить все 
целые числа, положительные или отрицательные, — 
как мы это уже видели в п. 37; следовательно, если 
мы имеем какое-либо целое число № мы можем 
положить М = 2^(п-Т)-Нг, откуда получится 
г = -= [М — 2) (п - 1)], и тогда мы получим вообще, 
каково бы ни было число М, 


эт 9} —=-=1 или = 0, 


у №ф з1т $$ 
п--1 
в зависимости от того, имеем ли мы равенство 
$ =-= [М —2^(п-+ 1)] или же нет, где $ — целое чи- 
сло, заключающееся между О ип-- 1. 
49. На основе изложенного и, принимая во вни- 
мание, что выражение для &, состоит из двух частей, 


=== или == 0 


) 
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из которых первая содержит начальные значения х 
«переменной &, а вторая содержит начальные значения 


. 4 
« производных ЧЕ? мы рассмотрим отдельно каждую 


из этих частей, причем первую обозначим через &, а 


вторую через =,, так что мы будем иметьё, =, - &”. 
Если допустить, что п — бесконечно велико, то 


у" . 
т станет бесконечно малым, и эт -> 


сведется к > (п. 46). Произведя соответствующие 


угол ф = 


2 
подстановки в приенит для &,, мы получим (п. 48) 
Е, = из») эт гф 11 $$ с03 (п -- 1) й’ №; 


т 1 
а разложив произведение з1т го соз (п -- 1) й’№ в ряд, 


Е = 3, У [х ти #] $ НИ з9) и 


+ №а. У, Я и и ПИ р в} . 


Так как П должно быть бесконечно большим чи- 
слом, то число (п-+-1)Йй мы всегда можем рассмат- 
ривать как целое число, каково бы ни было число, 
выражающееся через й’ 5. 

Таким образом, если в последней формуле преды- 
дущего пункта положить М =г- (п 1) №Ь то мы 
получим 


“а ‚УЕ Е ПФ Им я 
где 
= [и (п 1) 1 — 2^ (п + 1}; 


и если положить М =г — (п -- 1)” то мы получим 
аналогично 


Ма ее и 19 эт я} = а , 
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где 
= [т— (п ИЕ 2 (п 1], 


али Л являются любыми целыми числами или же 
равны нулю. 

Объединив два приведенных выше значения, мы 
-таким образом получим просто 


1 
6, = э (-Е из Е”), 


где двойные знаки &; и ./ соответствуют знакам $ и $. 

50. Вместо показателей или индексов г и $, ука- 
зывающих порядковый номер тел, к которым отно- 
сятся переменные & и «, представляется более удоб- 
ным применить части самой струны, заключающиеся 
между первым неподвижным концом и этими телами. 

Обозначим, как вп. 46, через х часть оси или 
абсциссу, соответствующую &, а через а — соответ- 
ствующую ох; так как длина струны равна [, то мы 
имеем 


ГЦ 5 _@ 
п 1’ +1 [, 
также —8° — 2 что дает 
а +1 = 1, 110 дае 


(+1) х (п 1)а ‚(пр а’. 
И ЛИКИ ИО и 
следовательно, вместо ё, &., ©.’ можно написать 

просто &х, ха, ба’. 

Подставив эти значения т, $, $ в формулы преды- 
дущего пункта, помножив на [ и разделив на п-- 1, 
мы получим 


а = (%- ШЕ—2^), 
а’ = (хх — ШЕ— 21), 
&х = 5 (-Е ча Е ча }, 


где двойные знаки ху И хо’ соответствуют двойным 
знакам а и а’; эти знаки, равно как и значения 4 и а’, 
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следует определить таким образом, чтобы эти значения 
были положительными и меньшими, чем [. 

51. Обозначим через А и А' значения Е аа и Е ха", 
так что мы будем иметь вообще 


, А- А” 
о 


Следовательно, 


1} если х-- лежит между 0 и [, надо принять 
а = Ши А= д; 

2) если х-- 1 лежит между Ги 21, надо при- 
нять @ = — (1-- Шё— ЗО) и А=— в; 

3) если х-- #1 лежит между 2/и 31, надо принять 
а=х-+ Ш!Е— Ши А =- о и так далее. 

Точно так же 

1) если х— ШТ лежит между [Г и 0, надо принять 
а = -— Ши А’= а, 

2) если х— (1 лежит между О и —[, надо при- 
нять @ = —(5— Ш) И А= 

3) если х— Ш лежит между —[ и — 21, надо 
принять а’ =х-— 1+ 2[ и А’=од, и так далее. 

Как видим, эти различные случаи сводятся к опре- 
делению абсцисс а и а’ путем прибавления или вы- 
читания из абсциссы х отрезка {й'’{, причем если полу- 
ченное значение переступит через один или другой 
конец оси [, то отрезок следует перегнуть вперед или 
назад, как если бы на обоих концах происхо- 
дило отражение от помещенных там препятствий, а 
соответствующую ординату х. или «.’ следует взять 
положительной, когда число отражений четное, или 
отрицательной, когда это число нечетное. 

52. Однако еще проще будет продолжить кривую 
величин х на той же оси [, продленной в обе сто- 
роны, так что можно непосредственно получить ор- 
динаты и. И од,, соответствующие абсциссам х-- Ш 
и д — 1. 

Для этой цели следует сначала построить на оси { 
ломаную с бесконечно большим количеством сторон 
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или кривую, ординаты которой для какой-либо 
абсциссы х составляют хх; и которая задана началь- 
ными значениями смещений &,, всех точек струны; эту 
кривую следует перемещать попеременно выше и 
ниже той же самой оси, бесконечно продолженной 
в обе сторопы, так что в результате получится не- 
прерывная кривая, составленная из равных ветвей, 
которые расположены симметрично относительно оси 
и соединяются своими концами; на этой кривой ор- 
динаты точек, равно удаленных от одного и другого 
конца оси {, всегда равны по своей длине, но противо- 
положны по направлению. Если на этой кривой 
взять ординаты, соответствующие абсциссам х -- № 
и х— П'’Ь то мы получим значения А и А’, а значе- 
ние переменной & по истечении какого- -либо време- 


ни #{ будет представлено спомощью формулы 


8, = 5 (их-ытиь Е Яхфши). 

Указанное продолжение -кривой, выражающей зна- 
‚чения х, можно было бы прямо вывести из того, что 
в общем виде было нами доказано в п. 37, — если 
допустить, что струна вместо того, чтобы быть огра- 
ниченной двумя неподвижными точками, простирается 
в 0бе стороны до бесконечности; тогда ломаная, 
которую мы мысленно представили себе в настоя- 
щем пункте, превратится в непрерывную кривую, 
которая, будучи приложена к первому мгновению 
движения, представит кривую значений величин ох, 
продолженную до бесконечности. 

53. Рассмотрим теперь вторую часть &,, которую мы 
обозначили через 5, и которая представлена форму- 


лой (п. 46) 


ис: ®. 
"8: ‚У т Вт го , 81 [р-не 9 
= и $Ф 


ририи ппервнь 


. Ф 
2 (п 1) и зш = 
Здесь следует начать с того, чтобы освободиться 


от знаменателя зт >; тогда эта формула станет 


2 
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подобной формуле для &. и ее можно будет подверг- 
нуть таким же преобразованиям. 
Для этой цели яберу разность р&,, но так как 


показатель 7 входит только в зшгф, ‚достаточно по- 
ставить символ Р только перед этим синусом. 
Согласно известным теоремам мы имеем 


О эт гф = зш (г 1) о — зшгф = 2зт > соз ("+5 $. 


Подставив это значение в выражение 0’, мы полу- 
чим 


, 2 сз (= + Ф 
и . . . .. Ф 
РЕ, = вр 9! — 1 911 8081 |а-ниув 811 2 | | у 


Положив для случая ‘бесконечно большого п 
. 1 
Ш э = И разложив произведение со ( — 5) х 
Хх фэш (п - 1)’, мы получим 


. 7 1 
, й . вп 7+ +1): +5 © 
= що — 
= т рев 2 и А ры 


1 
1 . СШ |+ +5 ф 
= №а а ша 
пис * п! ы 


Это выражение Рё” состоит из двух частей, аналогич- 
ных частям выражения для & (п. 49); стало быть, к 


ним можно применить те же рассуждения и придать 
им такой же вид. 

Следовательно, если на оси { построим ломаную 
с бесконечно большим числом сторон или кривую, 


ординаты которой для каждой абсциссы х равны чу 


и которая задана начальными скоростями с, и будем 
ее перемещать попеременно выше и ниже от той 
же оси, неопределенно продолженной в обе стороны, 
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то в результате этого мы получим непрерывную кри- 
вую, подобную кривой предыдущего пункта. Если 


ВИТЬ —— ИЛИ — В 

затем поставить -. р; вместо п -- Ти пренебречь 
о 1 

величинои З@&+1) по сравнению сх, считая ее рав- 


ной нулю, то мы получим 


Ох 
РЕ, — р! (хи — хин), 


а отсюда, пороходя от разностей к суммам 
р 
= У В (пени — жив) Оз. 


54. Как видим, эти суммы или интегралы выражают 


площади кривых, координаты которых равны &; счет 
этих площадей следует начинать только с точек, где 
х =0 или где абсциссы равны ШЁи — Ш’; однако 
удобнее начинать счет с общего начала абсцисс, ка- 
ковым является внешний край отрезка [. Для этой 
цели следует из площади, начинающейся в указан- 
ной точке и соответствующей абсциссе х-- Ш, вы- 
честь площадь, соответствующую абсциссе #5, с тем, 
чтобы оставшаяся площадь начиналась в точке х = 0; 
что же касается площади, соответствующей абсциссе 
1 — Ш, то к ней следует прибавить площадь, соот- 
ветствующую — Ш’, с тем, чтобы ее начало отнести 
К ТОЙ же точке начала абсцисс. 


Обозначим вообще через (\ хат) всякую пло- 
Хх 


щадь, которая начинается в этом начале и которая 
соответствует какой-либо абсциссе х, согласно тому, 
что мы сказали выше, мы имеем в выражении для &, 


у АИ рх =(\ а 4) и —_ (\ и 41) ) 


У их Ох = (\з ат) -- (\2 45 и 
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Подставим эти значения и заметим, что вообще 


(\* 42) ++ (\% 4) = 0, 


так как согласно природе кривой величин х ордина- 
ты, соответствующие равным, но с противополож- 
ными знаками, абсциссам, тоже между собою равны 
и имеют противоположные знаки; так что мы всегда 


имсем В + ил =0. 
Таким образом мы получим просто (предыд. пункт) 


6, = о [(\ 4) — 6 4 ) и 


55. Наконец, соединив значения &, и &,, мы полу- 


чим следующее общее выражение для &, к концу лю- 
бого времени #: 


и 
= 5 (мхи > бх-т/ь) + 


-- т [( ат) р —_ (\ я 4 и | 


Аналогичные выражения получаются для перемен- 
ных 1), с, если только вместо й’ поставить Й и вме- 


сто ®, х поставить 8, В, ти 17 иесли предположить, что 
мы, как и раньше, построили кривые, соответствующие 


начальным значениям 8,8 ит, \. 
Определив таким образом продольные смещения 
6, и поперечные смещения у, и б, каждой точки 


струны, соответствующей взятой на оси абсциссе х, 
мы будем знать состояние струны к концу любого 
времени #, истекшего с начала движения, а так как 


начальные значения «, 8, у, равно как а, В, 7, совер- 
шенно произвольны, томы видим, что ничто не может 
ограничить этого решения лишь бы кривые, составлен- 
ные по этим значениям, имели непрерывно изменяющую- 
ся кривизну и не образовали каких-либо конечных уг- 
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лов, в результате чего могли бы возникнуть скачки в 
выражениях для скоростей и для ускоряющих сил. 


Мы положили (п. 35) #=]И/Ё, № -=И^, где 
М 1М 


[— длина струны и М — масса всех расположенных 
на ней грузов (п. 33); таким образом М будет мас- 
сой или весом всей струны, которая согласно допуще- 
нию имеет постоянную плотность следовательно, 
если через Р обозначим удельный вес струны, зави- 
сящий от ее плотности и толщины, то мы будем иметь 
М =[Р; итак, мы получим 


АИ Е 
в=ТУ в, "=1И >. 


Что касается величин Ри Р', то мы видели, что они 
представляют собою две постоянные величины, из ко- 
торых одна, Ё, выражает натяжение струны и, сле- 
довательно, пропорциональна натягивающему ее гру- 
зу, а другая, Ё', зависит от закона, выражающего зави- 
симость этого натяжения от растяжения струны (п. 32). 

56. Если хоть немного исследовать вид кривых, 


представляющих значения х и «,`то легко видеть, 
что ординаты, удаленные друг от друга на расстоя- 
ние 2/, всегда между собою равны и имеют оди- 
наковый знак и что площади, заканчивающиеся 
на этих ординатах, тоже между собою равны, так как 
вся площадь, соответствующая промежутку в 24, взя- 
тая в любом месте оси, продолженной до бесконеч- 
ности, всегда равна нулю, ибо она составлена из двух 
частей, равных между собою, но имеющих противо- 
положные знаки. 


Отсюда следует, что значение ё&, остается неиз- 

2 
менным, если время # увеличить на ;; или на любое 
‘кратное этой величины; следовательно, продольные 
смещения струны становятся одинаковыми к концу 


2 Р 
промежутка времени, равного >; или му м; 9Т0— 
продолжительность продольных колебаний. 
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То же самое относится к значениям ух и С», если 
вместо Йй' взять й, т. е. вместо Ё' взять Ё; следова- 
тельно, продолжительность поперечных колебаний 


равна 2/ И>. 


Все авторы, писавшие до сих пор по вопросу о 
колебаниях звучащих струн, исследовали только по- 
перечные колебания, причем для их продолжитель- 
ности они нашли ту же самую формулу, какую мы 
дали выше. 

Что касается продольных колебаний, то насколько 
я знаю только Хладный (СШадп!) упомянул о них в 
своем интересном трактате по акустике, $ 43; он ука- 
зывает способ их получения на скрипичной струне 
и отмечает, что сообщаемый ими тон отличается от 
тона, получаемого при поперечных колебаниях, .от- 
куда следует, что Ё' отлично от Ё; таким образом 
При наличии весьма вероятной гипотезы, что упругая 
сила, с которой каждый элемент струны сопротивляет- 
ся своему растяжению или укорочению, пропорцио- 
нальна некоторой степени т этого элемента, т. е. 
что Ф =К (0з)" (п. 14), т должно быть отлично от 
единицы (п. 32), и если, как, повидимому, полагал 
Хладный, продольный тон всегда выше поперечного, 
мы должны иметь ВР'>РЕ и, следовательно, т>1. 

57. Мы видели (п. 36), что натянутая струна дли- 
ны [, нагруженная п телами, может двигаться таким 


1 
образом, как если бы она имела только длину у, где 


у является делителем п + 1. Когда п — бесконечно боль- 
ое число, у может быть любым целым числом; таким 
образом звучащая струна длины { может колебаться 


ьи У 
подобно струне, длина которой составляет --, т. е. 


некоторую аликвотную часть /: продолжительность 


, 21 Р. 
ее колебаний сводится тогда к Е, для продоль- 


2./Р 
ных колебаний и к У т — для поперечных. 
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В самом деле, если начальные произвольные зна- 


чения х их таковы, что кривые, или места этих зна- 
чений на оси [, разделяют эту ось на две или на 
уравных частей и ветви, соответствующие этим частям, 
одинаковы, но расположены попеременно выше и ниже 
оси, так что на равных расстояниях по обе стороны 
от каждой из точек раздела ординаты равны и имеют 
противоположный знак, то эти кривые, будучи затем 
продолжены до бесконечности, будут согласно по- 
строению п. 49 иметь тот же вид, как если бы они 
получились из струны, длина которой составляет 


только —-, а общее выражение &, (п. 52) показывает, 


что значения &, соответствующие ‘точкам раздела, 
всегда равны нулю; таким образом при продольных 
своих колебаниях струна сама собою делится на 
соответствующее число равных частей, которые ко- 
леблются таким образом, как если бы их концы были 
неподвижны. 

То же самое относится и к поперечным колеба- 
ниям, представленным переменными 71 и С. 

58. Так как тон, издаваемый звучащей струной, 
зависит только от продолжительности ее изохронных 
колебаний, которая для одной и той же натянутой 
струны пропорциональна ее длине, то отсюда следует, 
что струна, разделяясь сама собою на равные части, 
издает такие тона, которые относятся: к главному 
тону, когда струна колеблется вся целиком, как 
дроби, выражающие эти части, относятся к единице. 
Следовательно, когда струна делится на 2, 3, 


4,... равные части, то эти тоны выражаются дробями 
1111 
5) 3, 1, 5, . . И, значит, составляют октаву, дуодеци- 


му, двойную октаву, септендециму и т. д. основноготона. 

Эти тоны, которые струна сама собою может из- 
давать, называют гармоническими тонами; известно, 
что их можно по желанию вызвать, если во время 
колебания струны слегка прикоснуться к ней в одной 
из точек раздела, которые называют узлами колеба- 
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ний, — вслед за Совером (Замуеиг), который с помо- 
щью этих узлов впервые в Мётотгез 4е 1’Асадвиие 
4ез эс1епсез за 1701 г. объяснил гармонические тоны 
однострунной лиры и других инструментов. `Валлис 
(У\Уа5$) наблюдал их ужеу струн, настроенных на ок- 
таву, дуодециму, двойную октаву и т. д. ниже той 
струны, которую заставляли звучать; они колебались 
естественно разделяясь на две, три, четыре,... рав- 
ные части, из которых каждая могла издавать тот 
же самый тон, какой издавала струна, которую за- 
ставляли звучать. (См. главу 107 его «Алгебры».) 

59. Теория и опыт находятся между собою в хо- 
рошем согласии по вопросу о получении гармониче- 
ских тонов; но не так легко найти причину того яв- 
ления, которое вслед за Рамо (Ватеач), положившего 
его в основание своей системы, называют резонан- 
сом звучащего тела и которое заключается в соедине- 
нии гармонических тонов с основным тоном у вся- 
кой струны, которую заставляют звучать любым 
образом. 

Если эти гармонические тона действительно из- 
даются струной одновременно с ее основным звуком, 
то следует предположить, что струна одновременно 
совершает целые колебания и частичные и что .ее 
действительные колебания состоят из этих различных 
колебаний, подобно тому как всякое движение мо- 
жет быть составлено или может считаться составлен- 
ным из многих других движений. 

Раньше (п. 47) мы уже видели, что с помощью 
формулы Даниила Бернулли невозможно достаточно 
ясно объяснить одновременное существование гармо- 
нических тонов; к этому можно добавить, что ряды, 
которые могли бы дать эти различные тоны, исчеза- 
ют из формулы, когда мы допускаем, что число тел 
бесконечно велико и что при этом допущении, как 
мы это недавно доказали, для каждой точки струны 
получается закон Простой и однообразной изохронно- 
сти, непосредственно и просто зависящий от началь- 
ного состояния. 
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Вирочем, если бы мы пожелали во что бы то ни 
стало объяснить многохратный резонанс струн с по- 
мощью сложных колебаний, то нам пришлось бы, 
например, считать, что начальная фигура струны 
составилась из различных наложенных друг на друга 
кривых, Так что одна из них является осью для сле- 
дующей, причем первая образует на всем протяжении 
струны только одну ветвь; вторая образует две ветви, 
равные и расположенные симметрично, разделяющие 
ось ча две равные части; третья образует три равные 
ветви, разделяющие ось на три равные части, и так 
далее. 

Колебания струны можно тогда считать составлен- 
ными из целых колебаний по всей длине струны и 
из колебаний, соответствующих только полозино стру- 
ны, трети се, четверти и т. д. Но так как подобное 
сложение кривых и колебаний являстся только гипо- 
тетическим, то выводы, которые отсюда можно 
было бы сделать по вопросу об одповременном сущс- 
ствовании гармонических тонов, были бы совершенно 
пенадежными. 

60. Вернемся теперь к общей формуле, найденной 
в п. 55. Так как величины яхьтл И “хр ЯВЛЯЮТСЯ 
координатами заданной кривой, соответствующими 
абециссам х - {#'" и х— Ш'Ъ, то их можно предста- 
вить с помощью функций этих абециес одного и того 
же вида. Если обозначим символом Ё неопределенную 
функцию, то мы будем иметь 


ихытиь = РЁ (а + И! 1), лил =Е (1—1. 


Вместе с тем, если взять другую функцию, обозна- 
ченную символом [, то можно положить 


(\ . р 14! (\ ° ` , 

=] (: 1 = /(%— (В. 
(\* 92). „= (+ 9, “1 ) Г ( ) 
Таким образом выражение для &, (п. 55) может быть 
представлено в следующем виде: 


Е РЕНО Е (ат ата И.) 
О. 


38 \н. Лагранж ‚т 1 
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где функции, обозначенные символами Г и [, являют- 
ся произгольными, так как они зависят только от 
начального состояния струны. 


Это выражение можно представить и в более про- 
Е (2+ 10 
стом виде, приняв во внимание, что —_ 


2 
й’ 
ети я я представляет собою собственно только 


одну функцию х--[/Й'", которую можно обозначить 


символом Ф, и что Е тоже пред- 


ставляет собою только одну функцию х —(#'Ё, однаго 


отличную от предыдущей, которую можно обозначить 
другим символом ЧФ. 


Указанным образом общее выражение для Ё будет 
приведено к следующему виду: 


$ =Ф(х - #9 (— 1110. 


61. К этому выражению можно притти и непосред- 
ственно, пользуясь дифференциальным уравнением, 
определяющим переменную & (п. 31). Если положить 


5. = 0 и принять, как в п. 32, Ё' = с0пзё, а символ 


В конечных разностей заменить символом 4 бесконеч- 


но малых разностей, то указанное уравнение примет 
следующий вид: 


02 ‚9 _ 
55 ат — Ра я) =0. 


Если теперь положить 4! = 4х, ат = 7 4 и й' = 
/ 
=И Ра то это уравнение получит следующий вид: 
06 пора 06 0. 
я РИ =0; 


это — уравнение в частных дифференциалах второго по- 
рядка между тремя переменными &, х, &, полным 
интегралом которого является уравнение 


ФЕИ (а-— 
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где знаки Ф и Т, как и раньше, обозначают две 
произвольные функции. 

Эти функции должны быть определены с по- 
мощью начального состояния струны и с помощью 
условий, что оба конца неподвижны. Если их 
-разложить на две другие функции, обозначенные 


символами Ри [, и притом такие, что ФЕЗНЫ, 
Е 7 
и = 5 — р» ТО мы получим 


(2 + Ш —] (1 №202] 


_ ЕВЕ ШО-Е(2— Ш 
° = ОК + А’ 


как мы это вывели раньше из своего построения; 
первое суловие, если положить 1 = 0, дает 


Е=Р (1) = ни % = | (2) =, 
откуда следуст 


1 (2) = \а 43 


таким образом с помощью начальных значений х их 
мы тотчас же получаем значения функций Ё(т) и 
[(%) на всем протяжении { струны. 

Условия неподвижности концов струны дают & = 0, 
когда 1 =0 и когда х=1[, каково бы ни было зна- 
чение #. Если обе функции РЁ и [| отдельно подчинить 
указанным двум условиям, что вполне допустимо, 
то для первой из них мы получим 


Е(—11 = — В, 1-1 = — Е (1—1) 
и для второй 
Е(— 1 = Рау, Е 1 = РЕ И, 
что с помощью дифференцирования дает 


Рио о, газто=-Ра-15; 
33* 
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отсюда видно, что условия, которым должна удовле- 
творять функция }’, те же, что и для функции Р. 

Эти условия определяют значения функций Р (х), 
Г (х) для абецисе х, отрицательных или превышаю- 
щих [/, соответственно значениям этих функций для 
абсцисс, лежащих между 0 и [; легко видеть, 
что отсюда получаются построения, данные в 
п. 52 и 53. 

Если вместо продольных смещений & рассмотреть 
поперечные смещения у или (С, то мы получим то же 
самое дифференциальное уравнение и, следовательно, 
тот же интеграл и те же построения, при этом при- 


дется лишь вместо Й' взять Й и вместо о, х взять 


В, В или у, у. 


Эти построения походят на те, какие дал Эйлер, 
чтобы определить вид струпы в любой момент времени, 
исходя из ее начального вида, отвлекшись при этом 
от скоростей, сообщенных ей в начале движения. Сле- 
дует, однако, отметить, что так как эти построения 
основаны только на функциях, представляющих инте- 
гралы уравнений в частных дифференциалах, то они 
не могут иметь более широкой области применения, 
чем то, какое допускает природа функций, будь то 
алгебраические функции или трансцендентные. А 
так как дифференциальчое уравнение для всех точек 
струны и для всех моментов ее движения остается 
одпим и тем же, то выражаемое им соотношение долэжкно 
постоянно и равномерно сохраняться между перемен- 
ными, в какой бы области они ни изменялись; отсюда 
следует, что хотя произвольные функции сами по себе 
имеют неопределенный вид, тем ное менее, когда этот 
вид на известном промежутке задан начальным со- 
стоянием струны, то отсюда естественно можно сделать 
вывод, что эта форма должна оставаться одной и той же 
во всей области функции и что ее нельзя изменять с 
целью подчинить условиям, связанным © принятой 
пеподвижностью концов струны. 
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И Даламбер, которому мы обязаны нахождением 
этого интеграла в произвольных функциях, всегда 
утверждал, что вытекающее отсюда построение только 
тогда законно, когда начальная кривая имеет такой 
вид, что в силу своей природы она имеет равные и подоб- 
ные ветви, попеременно лежащие выше и ниже оси и 
которые все заключаются в одном и том же уравне- 
нии, для того, чтобы та же функция могла предста- 
вить данную кривую со всеми ее ветвями, до беско- 
нечности. Наоборот, Эйлер, принимая аналитическое 
решение Даламбера, полагал, что для образования 
непрерывной кривой достаточно перемещать начальную 
кривую попеременно вверх и вниз от оси до беско- 
нечности, не заботясь о том, могут ли различные ветви 
быть связаны одним и тем же уравнением и подчи- 
нены закону непрерывности аналитических функций. 
См. Мешогез де ВегПп за 1747 и 1748 гг. ит. Ги У 
«Оризси]ез» Даламбера.. 

62. Формулы, дающие лвижение натянутой струны, 
нагруженной неопределенным числом равных тел, не 
вызывают никаких затруднений, поскольку движение 
каждого тела определяется частным уравнением; ясно, 
что если эти же формулы можно применить к дви- 
жению струны постоянной плотности, допуская, что 
число тел бесконечно велико, а их взаимные расстоя- 
ния бесконечно малы, то закон, который отсюда полу- 
чится для колебаний струны, будет совершенно 
независим от ее первоначального состояния; и если этот 
закон окажется тем же, какой получается из рассмо- 
трения произвольных функций, то тем самым будет 
доказано, что эти функции могут быть любого вида, 
непрерывного или прерывного, лишь бы только они 
представляли начальное состояние струны. Этим именно 
путем я в первом томе Метотез 4е Тигш доказал 
правильность построения Эйлера, которое до тех пор 
еще не было достаточно обосповано. Примененный 
мною Там анализ, за исключением пекоторых упроще- 
ний, которые я ввел с тех пор, совершенно подобен 
тому, какой я дал сейчас; я полагал, что его следует 
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привести и в настоящей работе, так кан он прямо 
приводит к строгому разрешению одного из наиболее 
интересных вопросов механики. 

Общность произвольных функций и их независимость 
от закона непрерывности, доказанные для интеграла 
уравнения, относящегося к колебаниям звучащих струн, 
дает основание считать, что эти функции могут быть 
аналогичным образом применены при пнтегрировании 
других уравнений в частпых дифференциалах; я сам 
во втором томе указанных Мёшто!гез показал, .каким 
образом многие из этих уравнений мэжно проинтегри- 
ровать, не рассматривая произвольных функций, и при 
этом притти к тем же решениям, какие можно полу- 
чить с помощью этих функций, рассматриваемых во 
всем их объеме. 

В настоящее время принцип прерывности функций 
является общепринятым для интегралов всех уравне- 
ний в частных дифференциалах, и построения, которые 
Монж (Мопсе) дал для большого количества этих 
уравнений, соединенные с теорией образования поверх- 
ностей с помощью произвольных функций, пе оставляют 
больше никакой неясности в вопросе о применении 
прерывных функций в проблемах, зависящих от такого 
рода уравнений. 

63. Заслуживает быть отмеченным, что та же формула 


Е =Ф(-- 4) + Ч (2 — #Й), 


которая Удовлетворяет уравнению в частных диф- 
ференциалах 


ОЕ ‚ 9 _ 
де —* дд? = 0, 


дает решение такого же уравнения в конечных раз- 
ностях, которое может быть представлено в сле- 
дующем виде: 

05 2 28 0 

рр О 
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если только положить Дх = АЛЕ и считать ШОЁ по- 
стоянным. В самом деле, если изменять только х, то 


[2 Ф(х-- Е?) =Ф(х + Ра - А) — 
— 2Ф (+ АА Ф(х— Эх - #4, 


а если изменять только [, то 
22, Ф(х- Е =Ф(\ ЕВ - 
—-2Ф(и+ + Фа АЕ рф} 


эти выражения становятся равными, если положить 
рх = ОЕ; то же самое можно получить для функ- 
ции Ч (1 — АГ). 

При бесконечно малых величинах условие 4х = А 41 
отпадает, и интеграл всегда существует; основание 
этого заключается в том, что в данном случае выра- 

2 
жение 2 ‚ которое по виду представляет второй диффе- 
ренциал Е, разделенный на’ квадрат дифференциала [, 
является не чем иным, как символом, выражающим 
простую функцию & производную первоначальной 
функции & и отличной от этой функции, которая 
совершенно не зависит от значения 4. То же самое 
2 

верно и для выражения = по отношению к 71; 
в этом превращении функций фактически и заключа- 
ется переход от конечных величин к бесконечно малым 
и самая сущность дифференциального исчисления. 

64. Я добавлю здесь еще одно замечание, которое 
может оказаться полезным во многих случаях. Я имею 
в виду новый метод интерполяции, вытекающий из 
формул п. 48. 

Мы видели, что величина 


2 . гри . еп 
[а (т) (чет) 


становится равной &,, когда г =1,2,3,..., п. Следо- 
вательно, если имеется ряд величин о, &о, из, .-.,› См, 
число которых равно п, то можно с помощью приведен- 
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ной формулы выразить любой промежуточный член, 
порядок которого обозначен любым целым или дробным 
числом г, так как если последовательно принять 
г=1, 2, 3,..., п, то формула дает в, %., из, ..:, бт. 

Символ № обозначает гумму всех членов, соответ- 


ствующих $=1,2,3,...,п, а символ № — сумму 


всех членов, соответствующих о = 1, 2,3,...,п, причем 
п обозначает угол, соответствующий двум прямым. 

Допустим, что задан только один члон и; положим 
н=1, $=1, о==1; тогда мы получим для общего выра- 
кения х, 


гк 
2 

Пусть л=2 и пусть два заданных члена равны 
9, йо; если положить $ =1, 2, р =1, 2, то мы получим 


__ 2 ‚. ТК н_._ ЭР 
=3 (4 ии + А" т ==), 


%, = 91 $11 


где принято 
ог . 2 
А’ = т 3 оз, 
2т Ат 
А" —= и зш — а, ча — 
1 — 2 о 


пусть =зЗин 
положим $ =1, 2, 


2, .оР ._ 2 ._ 3 
0х = ыы -г. -- А" —- - А” яп «”) 


где коэффициенты А’, А", А” определяются следую- 
щими формулами: 


усть заданные члены равны 4%, %5, %з; 
3 ис ==1, 2, 3; тогда мы получим 


рт зп 

А’ = од, 9 На зш —^ + яз >, 

_. ,. бк 
А" == 01 $11 >. + и. яп —— газ =, 

. Зк . м . 9 

и 1 ` — 
А = 9$ р 5 5 Роз —_, 


и так далее. 
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При обычном методе интерполирования допускают, 
что через концы ординат, представляющих задан- 
ные члены, мы провочим параболическую кривую 


вида 
у=а-фх - сх? + 4ж- ... 

При изложенном выше методе вместо параболической 

кривой принимают кривую вида 


2х . 
+ А” шп 


. пх . Зпх 

— А’ — А" яп 
1 зт —— С 
Существует очень много случаев, когда последнее 
допущение можно предпочесть, как более соответ- 


ствующее природе задачи. 


ДОПОЛНЕНИЯ 


що 


1. 
Л. ПУАНСО. 


ОБ ОСНОВНОМ ПОЛОЖЕНИИ «АНАЛИТИЧЕСКОЙ 
МЕХАНИКИ» ЛАГРАНЖА. 


1. Известно, что Лагранж в своей знаменитой книге, оза- 
главленной им «Аналитическая механика», поставил себе 
целью свести механику к общим формулам, выведенным из 
единственного принципа виртуальных скоростей, или, вернее, 
из дифференциальной формулы, выражающей этот принцип. 
Для придания своему труду большего совершенства автор при 
разрешении исследуемых им проблем старается избегать при- 
менения каких бы то ни было чертежей или аргументов, 
основанных на геометрических или механических соображе- 
ниях; все операции производятся у него путем исчисления и 
с помощь!о простых преобразований координат; даже столь есте- 
ственный и простой вопрос, как вопрос о сложении сил, при- 
ложенных в одной точке, мы видим представлепным в чисто 
аналитическом виде. 

«Если какие-либо силы Р, О, А,..., направленные по 
линиям р, 4, г,..., действуют на одну и ту же точку, и мы 
захотели бы эти силы свести к трем другим силам =, ПЦ, Ъ, 
направленным по линиям &, п, с, то для этого, — говорит 
автор, —нам следует лишь рассмотреть равновесие сил Р, О, 
В,... и , Т, Ф, приложенных к той же точке и направлеп- 
ных соответственно по линиям р, 9, !,....-—Ё, —4, —Ф, и 
следовательно, составить уравнение 


Рар+ 044+ Ва+... —84&—44— Ф4аФ=0, 


которое должно оставаться верным, каким бы образом мы ни 
меняли положение точки встречи всех сил. Но каковы 
бы ни были линии &, п, с, ясно, что если только все они не 
лежат в одной и той же плоскости, их будет достаточно для 
определения положения этой точки. следовательно, Линии 
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р, 4, ",... можно всегда выразить с помощью функций перемен- 
ных &, м, с, и приведенное выше уравнение должно иметь силу 
для вариаций указанных трех величин важдой в отдельности; 
отсюда следует, что мы имеем 


д дп дт ’ 
` Эр 94 дт 
—- вр —— в — - Ф ® ® * ® 
>. дс +% Об т дб т ›") 


Таковы формулы, данные Лагранжем для того, чтобы си- 
лы Р, О, В,..., приложенные к одной и той же точке и 
действующие по направлениям линий р, 4, г,..., свести 
: трем другим силам =, П, Х, направленным по трем любым 
заданным линиям &, п, с; эти выражения к тому же совер- 
шенно аналогичны тем, какие мы имеем для преобразования 
любой системы сил, действующих на различные точки, свя- 
занные между собою произвольным образом, — в другую экви- 
валентную систему сил =, Ц, Х, приложенных к тем же 
точкам по другим паправлениям &, т, с,... 

2. По поводу приведенного положения Лагранжа следует 
сделать одно существенное замечание, которое, повидимому, 
ускользнуло от внимания автора «Аналитической механики». 
Замечание это сводится к тому, что рассматриваемые формулы 
совершенно не подходят, как это можно было бы предполо- 
жить, ко всем видам линий или координат &, п, с,..., хотя 
эти линии и пригодны для определения положений тел. При- 
веденные формулы хороши только в том случае, когда эти 
новые линни (подобно первым р, 4, г,...) представляют с0- 
бою расстояния рассматриваемых тел от каких-либо непо- 
движных центров или от каких-либо неподвижных плоскостей, 
как это имеет место в случае обычных координат ах, У, 3, 
обозначающих расстояние исследуемой точки от трех непо- 
движных взаимно перпендикулярных плоскостей. Вообще, можно 
сказать, что для того, чтобы эти формулы были верными, 


требуется, чтобы природа линий &, т, с,... была. такова, 
чтобы их дифференциалы 4&, ап, 45,... выражали виртуаль- 
ные скорости точки приложения сил #, П, Х,..., т. е. чтобы 


————= 


*) Приведенные выше. строки взяты из первого издания, 
стр. 62; во втором издании, опубликованном Лагранжем (см. 
стр. 153—154 настоящей книги), они были автором несколько 
видоизменены, но замечания Пуансо применимы к повои ре- 
дакции совершенно так же, как ик старой. (Прим. Бертрана.) 
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любая из них, 4&, была прямоугольной проекцией на направ- 
ление силы = бесконечно малого перемещения, которое мы 
представляем себе сообщенным этой точке в пространстве; без 
этого условия все указанные аналитические преобразования, 
хотя бы с точки зрения чистого анализа они и были верными, 
окажутся неверными в области механики и приведут к непра- 
вильным выводам. 

3. Предположим, например, что речь идет об одной еди+- 
ственной точке, подверженной действию любых сил Р, О, А, .., 
направленных по линиям или радиусам-векторам р, 4, 7,..., 
и что мы желаем эти силы свести к трем силам &, П, Х, дей- 
ствующим по трем координатам &, п, с, параллельным трем 
неподвижным осям, находящимся друг к другу под косы ми 
углами; согласно теории автора можно было бы подумать, 
что для искомых сил мы будем иметь 


_ 94 дт ‘ 
я = РГ. —- — ... 
792 + Е ТА + 


однако это неверно, так как можно доказать, что равнодеин- 
ствующая сил Р, О, В,... не будет тождественна равнодеи- 
ствующей трех сил &, П, Х, определяемых с помощью при- 
веденных уравнений. 

В самом деле, пусть / (р, 4, г,...)—любая функция радиу- 
сов-векторов р, 4, г,...; обозначим через }' (р), /' (а), Г’ (г). ... 
первые функции этой функции, взятые по отношению к линиям 
р, 4, г,... Я доказал *), что силы Р, О, А,..., пропорцио- 
нальные этим первым функциям и направленные по соответ- 
ствующим линиям р. 4, г..., пмеют равнодействующую, 
перпендикулярнуго к кривой поверхности, заданной уравнег ием 


(р, 4, г) = соп3%, 


причем р, 4, г,... рассматриваются как переменные. 
Представим себе теперь три наклонные оси, не располо- 
женные в одной и той же плоскости, и пуеть &, п, в — три 
координаты точки приложения сил по отношению к этим 
осям; тогда линии р, (4, г... можно всегда выразить © 


*) См. бамаце Пуансо и мемуар, озаглавленный ТВ6от1е 
обпбга1е 4е |’6даИ1Ште её аи топуетепе дез зузб®тез (Зоигпа1 
де 1’Ёсо1е Ротуесвиаче, ХЛШ саШег). (Прил. Бертрана.) 


528 Л. ПУАНСО 


помощью координат &, к, с; если эти выражения внести в 
функцию } (р, 4, ",...) вместо р, 4, г,..., то мы будем иметь 


(р, а, г,...) = (Е, т, с) = ©0086, 


откуда, дифференцируя последовательно по =, п, с, мы получим 


' др , 94 ' дт о р 
] (9) = 1 (9) эт / (7) ур +. =9 (=), 
‚\ ЭР , 94 .(„\ 9” о, 
1 (р) 5— НТ (9 т! (5 +... =$ (п), 
, Ор р 04 , д’ я 
ГР) +1 (1) 5. +] (с... = (6). 


Следовательно, согласно формулам Лагранжа три силы =, П, 
Ух, к которым сводятся силы ]' (р), Г (4), /' (г), будут выражены 
с ПОМОЩЬЮ 


[69 


=9' (5), П=ф’(п), У=ф (6). 


Таким образом $’ (2), о' (п), ©’(5) должны представаять собою 
три силы, равнодействующая которых тождественна равно- 
действующей рассматриваемых сил }’(р), Г (а), Г’ (!),... и, 
следовательно, направлена перпендикулярно к поверхности, 
заданной уравнением 


(р, Ч, г, . .) = с0п3%$. 


Но эта поверхность тождественна такой поверхности, которая 
была бы задана уравнением 


ф (5, т, 6) = сои8( 


между косоугольными косрдинатами &, п, с’ Следовательно, 
если рассмотреть щоверхность, представленную уравнением 


Ф (&, п, в) = соп5 


между тремя координатами &, т, с, 0` 1осительчло трех косо 
угольных осей, то можно было бы утверждать, что три силы, 
направленные по этим координатам и пропорциональные трем 
первым функциям ф' (#), $’ (п), Ф’(с), дают равнодействующую, 
перпендикулярную к рассматриваемой поверхности, или на- 
ходятея на этой поверхности в равновесии. Но это неверно, 
в чем можно убедиться непосредственно с помощью самого 
принципа виртуальных скоростей. 

В самом деле, для равновесия точки, к которой приложе- 
ны три силы $’ (Е), ф’(п), ф’ (с), требуется, чтобы сумма вир- 
„уальных моментов этих сил была равна нулю для каждого 
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бесконечно малого перемещения 4$, какое мы пожелали бы 
дать этой точке на поверхности. Следовательно, если мы 
обозначим через 0%, бп, 66 три прямоугольные проекции на 
три косоугольные оси &, п, с, то для равновесия необходимо, 
чтобы всегда имело место равенство 


ф° (5) Е + $’ (п) 6" + $’ (с) 66 =0, 


или же, так как 4$ представляет собою диагопаль ромбоэдра 
гранями которого являются дифференциалы 4&, 4п, 46, и так 
как три проекции 4$ на направлении этих граней выражаются 
с помощью следующих формул: 


бЕ = Е + Лак ++ вц аб, 
бк = ап + у4ас + Л 4Ё, 
бо = 4в - цаё- у4п . 


^ ^ ^^ 
(где ^, ци,. у — косинусы углов &п, ё&с, по, образуемых между 
собою осями координат), то, если вместо 5&, бк, бо подставить 
их значения, для равновесия требуется, чтобы между диффе- 
ренциалами 4&, ак, 4с всегда имело место уравнение 


[$° (8) + ^Ф’ (п) + из’ (с)] аё - [97 (п) + \Ф' (в) + ^ф’ (Е) ак + 
- [Ф’ (с) + иф” (Е) - уф’ (®)] 4в =0. (1) 


С другой сторопы, так как движущаяся точка всегда 
остается на поверхности, одновременно должно существовать 
уравнение 


ф’ (Е) 45 $’ (п) 4п + $’ (с) 4 =0. (2) 


Но ясно, что уравнения (1) и (2) не могут одновременно су- 
ществовать, если только коэффипиенты 4&, ап, 4с в одном из 
них не будут пропорциональны коэфф ициентам тех же неопре- 
деленных величин во втором уравнении и, следовательно, если 
только мы не будем иметь следующих двух уравнений: 


ф’ (Е) [9’ (<) + $’ (Е)] — $’ (=) [$ (п) + иф’ (в)] = 0, 
<” (8) [№Ф° (п) + ыФ” (2)] — $” (с) [$ (п) + иф’ (с)] = 0; 


а эти уравнения не могут иметь места в общем случае, т. е. 
независимо от переменных &, т, с, и, следовательно, от поло- 
жения точки на рассматриваемой поверхности. 

Таким образом движущаяся точка с любыми координата- 
ми &, п, с не может быть удержана в равновесии на поверх- 
ности тремя силами $’ {#), $Ф’(п), $’ (с); значит, результирую- 
щая этих сил не направлена нормально к этой поверхности 
и, следовательно, она не тождественна равнодействующей за- 
данных сил } (р), }’ (9), [ (г),..., чтои требовалось доказать. 


34 жж. Лагранж, т. Т 
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4. Итак, формулы Лагранжа для преобразования сил в 
предположении, что координаты &, т, с — косоугольные, не- 
верны, и существует только один случай, когда ошибка мо- 
жет исчезнуть, а именно тот случай, когда координаты $, п, с 
удовлетворяют приведенным выше двум уравнениям и одно- 
временно удовлетворяют уравнению поверхности 


ф (&, м, 6) = соп36, 


что, как видим, соответствует только определенной точке этой 
поверхности или известной определенной пропорции между тре- 
мя силами ф’ (Е), ф’(п), Ф’ (5). Однако даже в этом единственном 
случае, когда равнодействующая трех сил я, Ц, Х имеет такое же 
направление, как равнодействующая рассматриваемых сил 
Г (Р), Г’ (4),..., мы найдем, что она имеет неодинаковую с ней 
величину; таким образом мы получаем вывод неверный и 
с этой стороны. 

В том случае, когда все три косинуса ^, в, у равны нулю, 
приведенные выше два условия всегда сами по себе выпол- 
няются, и формулы Лагранжа оказываются всегда правиль: 
ными. Таков случай координат &, п, в, отнесенных к трем 
взаимно перпендикулярным осям. Действительно, для подобных 
координат дифференциалы 4& 4п, 4с представляют собою 
выражения самих виртуальных скоростей лвижущейся точки, 
измеренных по направлению этих линий, и дифференциальное 
уравнение 


ф’ (2) аб + $’ (п) ап + $’ (в) 4в = 0, 


выведенное ‚из уравнения поверхности, выражает равенство 
нулю суммы виртуальных моментов трех сил ф’(&), Ф’ (п), 
<’ (5) и, следовательно, равновесие этих сил в точке, которая 
согласно допущению должна описывать эту поверхность. 

Но при любом ином допущении, при котором все три ве- 
личины А, мц, у не равны нулю, приведенные два условия не 
могут быть выполнены независимо от значений &, т, с, и ука- 
занные формулы всегда оказываются неверными. 

5. Пусть, например, мы имеем чрезвычайно простой слу- 
чай точки, расположенной на окружности неподвижного кру- 
га. Если взять уравнепие этого круга в прямоугольных 
координатах хи у, то мы будем иметь 


7 (<, у) = 22 - у? = соп$%, 
откуда 
Г (=) ах -- Г (у) ау = 2х 4х +'2уау = 0; 
в данном случае можно с полным основанием утверждать, что 


две силы Х и ТУ, взятые по направлению координат в отно- 
шении первых функций } (2), } (у), дают равнодействующую, 
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перпендикулярную к окружности круга, и удерживают точку 
их приложения в равновесии на этой окружности. 

Но если вместо этих прямоугольных координат х, у взять 
две другие & и п с тем же началом и, скажем, одну из них, 
&, взять по направлению х, а другую, п, под углом ак пер- 
вой, что даст 


х=ё-+тп6с0за у=кяшпа, 
то после подстановки мы получим 


1 (х, у) = х (&, п) = п? + #2 -- 2пё с03 « == с01п$6, 
откуда 


ф’ (2) 4Е + $’ (п) 4к =2 (Е + псоз о) аЁ + 2 (п + Есоза) ат == 0. 


Но ясно, что две силы, пропорциональные ф’(&) и $’ (п), т.е 
в данном случае пропорциональные (Е т с08х) и (к Ёс03«), 
не дают равнодействующей, перпендикулярной к окружности 
рассматриваемого круга; в самом деле, для этого было бы 
необходимо, чтобы равнодействующая проходила через центр 
и, следовательно, чтобы две ее составляющие по направле- 
ниям & и п были пропорциональны просто Ё и т, а не 
(Е+- п соза) и (п + & соза). 

Таким образом, хотя мы здесь имеем (если положить 
<’ (5) =я, ф’(п) = П) уравнения 

0х. у, пех 29 ту, 
дп От 

нельзя утверждать, что две силы Х и 7, направленные по 
прямоугольным осям х и у, могут быть приведены к двум си- 
лам & и ЦП, направленным вдоль осей косоугольных коор- 
динат & и т. 

Для того чтобы имело место соотношение 


Е псом: п 1 & с03& =ё:х, 


мы должны иметь с0$ хо =0, что представляет собою случай 
взаимно перпендикулярных координат & и т. 

Или же мы должны иметь & = т, а это предетавляет толь- 
ко частный случай положения рассматриваемой точки М на 
окружности круга, уравнение которого 


ф (Е, п) = соп5$6. 


Но даже в том единственном случае, когда равнодействую- 
щая двух сил и П имеет одинаковое направление с равно- 
действующей двух сил Х и У, мы найдем, что эти две рав- 
нодействующие 


У =2 Е 221 соза + П и У хзт у 
34% 


532 Л. ПУАНСО 


имеют различные значения и что первая из них относится 
ко второй, как 1 -{ с03 х относится к единице. 

Таким образом, если с0зх не равен нулю или, что то же, 
если координаты ё& и п косоугольные, то рассматриваемые 
силы Х и У никогда не могут быть приведены к двум силам 
2 и П, заданным формулами Лагранжа. 

6. В приведенном выше анализе, для того чтобы пред- 
ставить силы Р, О, В,..., которые надо было привести к дру- 
гим силам, я взял просто первые функции одной и той же 
произвольной функции }(р,4,!,...}  радиусов-векторов 
р,49,",..., вдоль которых силы направлены; это только 
прием, с помощью которого можно тотчас же определить на- 
правление равнодействующей силы при посредстве направле- 
ния нормалл к кривой поверхности, которая получается, если 
взять уравнение 


/(р, 4, г,...) = с0186. 


Но так как может возникнуть мысль, что подобное допуще- 
ние представляет собою нечто, ограничивающее наше дока- 
зательство случаем определенных сил, то будет уместно отме- 
тить, что оно годится для любых сил Р, О, В,..., заданных 
каким угодно образом. В самом деле, какова бы ни была из- 
бранная нами функция }, мы имеем возможность поместить 
центры сил где угодно по их направлениям р, 4, г,..., и 
всегда можем выбрать для этих линий такие длины, кото- 
рые дают 


Г (р) =Р, [(4)=0, Г(тг)=В,... 


Впрочем, если бы мы взяли силы любой величины 4, В,С.... 
то очевидно их всегда можно рассматривать как первые функ- 
ции линейной функции 


Ар + В + С!г--..., 


взятые по отношению к линиям р, (4, г,..., по которым со- 
гласно условию силы направлены. Таким образом наше до- 
пущение всегда законно, и наше доказательство обладает 
всей требуемой общностью. 

7. Итак, мы видим, что в небесной механике, ос- 
нованной исключительно на принципе виртуальных скоро- 
стей, единственные координаты, которыми допустимо пользо- 
ваться, должны обладать тем свойством, что их диффереп- 
циалы представляют в этих координатах прямоугольные про- 
екции малых отрезков, описываемых -согласно предположе- 
нию в пространстве точкой приложения сил. Это имеет место 
в случае координат р, 4, г,...,х, У, 3, о которых мы гово- 
рили вышб, а также тех координат, которые состоят из ра- 
диуса-вектора р и двух углов или дуг круга ф, Ф, перпенди- 
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кулярных к этому радиусу, ит. п. Но следует исключить 
все те координаты &, п, с, которые не обладают указанным 
свойством. Таким образом будет неверно утверждать, что при 
данном аналитическом методе нас ничто не заставляет отда- 
вать предпочтение прямоугольным координатам перед иными 
линиями или величинами, определяющими положения тел, 
ит.д. (см. «Аналитическая механика», стр. 62); по этому 
поводу следует еще отметить, что принцип виртуальных 
скоростей не дает столь общего метода. как это можно было 
бы предположить. 

Так, например, в том случае, когда несколько сил Р, О, 
В, 5,... находится в равновесии, будучи приложены в одной 
точке, принцип виртуальных скоростей говорит просто, что 
прямоугольные проекции сил на любую прямую, проходящую 
через эту точку, должны дать сумму, равную нулю. В самом 
деле, если мы назовем фи любую линию, выражающую переме- 
щение точки приложения сил в пространстве, то линии ар, 
44, 4г,... будут не чем иным, как прямолинейными проек- 
циями Ци на линии р,4,!,..., указывающие направления 
сил Р, О, В,... Следовательно, если мы назовем 1, #”.... 
углы наклона этих сил к линии Ди, то мы будем иметь 


4р = 4и созЕ, 44 = ди созг’, 4г= 4и с03Ё’,..., 


и уравнение виртуальных скоростей 
Рар- 0 аа-- Ааг"+... =0, 


после разделения всех членов на общий множитель 4и пе- 
рейдет в 
Р воз Е -- О созг - В созЁ’ +... =0; 


последнее уравнение показывает, что силы, спроектирован- 
ные под прямым углом на любую ось, должны в случае рав- 
новегия дать сумму, равную нулю. Но принцип сложения 
сил говорит более общо, что если силы спроектировать на 
какую-либо ось с помощью линий, параллельных одной и 
той же плоскости, находящейся под любым углом наклона 
к этой оси, то сумма всех этих косоугольных проекций должна 
быть равна нулю. Дело не в том, что второе положение 
нельзя легко обосновать с помощью первого, но выражение 
второго принципа, очевидно, носит более общий характер, чем 
выражение принципа виртуальных скоростей. 

Точно так же можно отметить, что уравнения равновесия 
твердой системы доказаны в «Аналитической механике» толь- 
ко по отношению к трем взаимно перпендикулярным осям; од- 
нако, как я показал в своей «Статике», совершенно такие же 
уравнепия получаются по отношению к любым трем косоуголь- 
ным осям. Таким образом и в этом примере принцип вирту- 
альных скоростей не является столь общим, как принцип 
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сложения сил. Он не является также и столь прямым; в са- 
мом деле, если он приводит к трем первым уравнениям при 
применении прямоугольных координат х, у, 3, то три послед- 
них уравнения он может дать только при замене этих коор- 
динат другими координатами иного вида, причем их выбор 
представляется произвольным или кажется произведенным 
только для того, чтобы получить уравнения равновесия, ко- 
торые наперед известны. 

Впрочем, хотя Лагранж дает основание полагать, что 
при его методе можно применять координаты любого вида, если 
только они пригодны для определения положений тел, чрез- 
вычайно интересно, что этот математик никогда не применял 
иных координат, кроме тех, которые фактически подходят к 
принципу виртуальных скоростей; по крайнэй мере я не знаю 
такого примера и полагаю, что его и нельзя найти в рабо- 
тах Лагранжа. В самом деле, если бы для разрешения ка- 
кой-либо проблемы он попытался воспользоваться некото- 
рыми координатами, недопустимыми при его методе, то весь- 
ма вероятно, что заметная ошибка в каком-либо полученном 
им выводе навела бы его на мысль об ошибочности его фор- 
мул; тогда, конечно, он сам не замедлил бы сделать по этому 
поводу ясную оговорку, по крайней мере во втором издании 
своего прекрасного труда. 

8. Как бы то ни было, все могло бы быть очень просто 
исправлено, и мне казалось целесообразным указать это 
раньше, чем закончить настоящую статью, так как причина 
ошибки сразу видна и сверх того ясно, что нужно сделать 
для того, чтобы ее избежать, не отказываясь от применения 
тех координат, которые дают повод для этой ошибки. 

В самом деле, какова бы ни была природа тех координат, 
Е, п, с,..., в которые мы желаем преобразовать линии или 
радиусы-векторы р, 4, г,..., известно, что всегда можно, 
вместе с Лагранжем взять следующее совершенно правильное 
уравнение: 


Рар-+ Оач-+ Ваг-... = в 4аЕ + Пав-+ %4-+..., 


ь 


где я, П,.% , ... Представляют собою величины, выраженные 
с помощью уравнений пункта 1. 

Но теперь я отмечу, что в левой части уравнения диф- 
ференциалы 4р; 44, 4г,... обозначают виртуальные скорости 
точки приложения сил по направлениям линий р, (4, Г,... 
и что, таким образом, каждый чден Рар представляет собою 
виртуальный момент силы Р. Если.в правой части уравне- 
ния дифференциалы АЕ, ак, 4в,... обладают тем же свойст- 
вом, т. е. если каждое 4& обозначает виртуальную скорость 
точки по направлению &, то каждый член Я 4ё тоже является 
виртуальным моментом силы, выраженной через =; тогда из 
данного уравнения, содержащего в себе две суммы виртуаль- 
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ных моментов, которые всегда остаются равными между со- 
бою, можно с полным основанием сделать вывод, что система 
сил н, П, У,... способна заменить систему заданных сил 
Р, О, В,... 

Но если дифференциалы АЁ, ак, 4с,... не обладают ука- 
занным свойством, то каждый член типа Я 48 уже не является 
виртуральным моментом силы #, и тогда согласно самому 
принципу виртуальных скоростей нельзя делать вывода, к ко- 
торому мы пришли раньше, что совокупность сил #, П, %.,... 
эквивалентна совокупности заданных сил. Такова та своеоб- 
разная ошибка, в которую мы впали бы, если бы из правиль- 
ного принципа и из верного уравнения мы сделали неверный 
вывод, не обратив внимания на то обстоятельство, что факти- 
чески данное уравнение представлено не в том виде, кото- 
рый соответствует выражению принципа. И одновременно в 
этом можно увидеть средство для избежания подобной ошиб- 
ки, не изменяя координат &, т, в,...,‘’которые могли бы 
дать повод для этой ошибки. 

В самом деле, если бы мы пожелали получить действи- 
тельные силы =’, П’, У’,..., которые, будучи направлены 
по координатам &, п, с,..., способны заменить силы Р, О, 
В, 5,..., то следовало бы начать с того, чтобы в уравнении 
вместо дифференциалов АЁ, 4к, 45, ... подставить их выражения 
в функции самих виртуальных скоростей; эти значения, как 
в п. 3, я обозначу через 8Ё, 6, 55,...; далее следует объ- 
единить в виде одного члена все члены, в состав которых вхо- 
дит 6, точно так же в один член объединить все члены, в 


состав которых входит 8п,...; тогда наше прежнее уравне- 

ние будет представлено в следующем новом виде: 
Рар-+ О 4а-+ Ваг-+... = ЕЕ + ПП’ же +..., 

из которого уже можно будет сделать правильный вывод, что 

совокупность сил =’, П’, У’,... вполне эквивалентна совокуп- 

ности сил Р, О, В,..., так как сумма виртуальных момен- 


тов тех и других всегда одна и та же. 

9. Если бы мы захотели это вычисление произвести для 
случая координат &, п, с, параллельных трем косоугольным 
осям, то, сохраняя обозначения п. 3, мы получили бы сле- 
дующие значения: 


‚ зам) + Пи +х0—в) 
1 — 22 — в — № — 2 
П (1 — 2) т УОи- += 2) 
1—2 О 
С Хам био, 
” 1 — №2 — и? — у2 — 2 


[С 


п? = 
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как видим, эти значения не тождественны значениям #, П, У 
и их можно свести к последним только в том случае, когда 
все три косинуса ^, в, у равны нулю, т.е. в том случае, 
когда все тои оси взаимно перпендикулярны; этот случай 
поясняет и подтверждает наш прежний анализ. 

10. Из тех же выра».ений мы также видим, что урав- 
нения 


8’ = 0. 
ПП” = 0, 
х=0 


==0, 
П=0, 
Х = 0, 


и наоборот. Следовательно, если мы ищем только условия 
равновесия между силами Р, О, А,..., то можно, не опа- 
саясь, впасть в ошибку, ограничиться следующими тремя 
уравнениями: 


= Ор 04 
=8=Р 55 ОЕ...) 


Ор 04 
0О=П=Р 5 95 +.... 


д Ор 


Если же силы Р, О, В,... не уравновешивают друг 
друга и их требуется привести к другим силам, направленным 
по бук, с, то в качестве эквивалентных сил необходимо взять 
не =, П,.», а обязательно значения Я”, П’, У". 

То, что я сказал выше, может быть без труда применено 
к любой системе сил, действующих на различные точки, 
связанные между собою произвольным образом. Таким обра- 
зом уравнения равновесия, данные Лагранжем (стр. 63 наст. 
изд., Статика отд. П, п. 12 и след.), всегда хороши, но фор- 
мулы, приведенные в конце п.15 для эквивалентности двух 
систем сил, верны лишь в случае определенных коор- 
динат. 

Мы могли бы еще многое сказать по поводу указанного 
положения, но настоящее исследование уже слишком затя- 
нулось, а с другой стороны, если в этом встретится надоб- 
пость, мы вернемся к этому вопросу при другом случае. 
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П. 
П. Г. ЛЕЖЕН-ДИРИХЛЕ. 
ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ. 


Если система материальных точек находится под возму- 
щающим действием сил притяжения или отталкивания, кото- 
рые зависят только от расстояния и которые направлены к 
неподвижным центрам или которые происходят в результате 
взаимодействий между двумя массами, то действие и проти- 
водействие между собою равны; с другой стороны, если услов- 
ные уравнения, связывающие координаты различных тел, не 
содержат в себе времени. то имеет место уравнение живых 
сил, а именно: 


У} то? = (т, уз, 2’... ) С. 


Знак У распространяется на все массы системы, причем ка»-- 


дая масса выражается через т, а ее скорость через 9; С — 
некоторая произвольная постоянная. Функция координат за- 
висит только от природы сил и`может быть выражена с по- 
мощью определенного числа независимых переменных 
Л, в, у..., так что уравнение живых сил напишется сле- 
дующим образом: 


У то? =Ф0, и У,.. С. 


Функция ф тесно связана с положениями равновесия си- 
стемы. так как условие, выражающее, что для известных оп- 
ределенных значений ), 4, %,...система находится в положе- 
нии равновесия, совпадает с условием, выражающим, что для 
тех же самых значений дифференциал ‹ равен нулю. Таким 
образом вообще для каждого положения равиовесия эта функ- 
ция является максимумом или минимумом. Если в действи- 
тельности имеет место максимум, то равновесие — устойчивое; 
это значит, что если точки системы бесконечно мало сместить 
из их положений равновесия и каждой из них сообщить не- 
обходимую начальную скорость, то в течение всего движения 
смещения различных точек системы по отношению к поло- 
жению равновесия всегда булут находиться между некоторы- 
ми определенными и очень малыми пределами. 

Эта теорема является одной из важнейших в механике. 
Она служит основой теории малых колебаний, приводящей 
к столь многим интересным применениям в области физики. 
Поэтому приходится удивляться, что до сих пор эта теорема 
не была обоснована достаточно строго и удовлетворительно. 
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Предположим, —а это можно сделать без ущерба для 
общности, — что положение равновесия системы, или макси- 
мум функции ф, соответствует значениям Х=0, ци=0,... 
Доказательство, данное Лагранжем («Аналитическая меха- 
ника», Статика, отд. ПП), заключается в следующем: разло- 
жение функции по степеням », ц, %,..., начинающееся с 
членов второго порядка, сводится к этим членам; затем, на 
основании известного условия максимума, согласно которому 
члены второго порядка могут быть рассматриваемы как сум- 
ма отрицательных квадратов, для »\, ц, %,... устанавлива- 
ются известные пределы, которых эти величины не могут 
переступить. Этот вид доказательства, применяющийся еще 
и в других вопросах об устойчивости и особенно в физиче- 
ской астрономии, является недостаточно строгим. В самом 
деле, можно с полным основанием сомневаться в том, что ве- 
личины, для которых мы имеем малые пределы, исходя из 
предположения, что эти величины всегда будут очень малы 
(ибо мы это делаем только в том случае, когда можем пре- 
небречь членами высшего порядка), действительно всегда в 
течение любого промежутка времени будут оставаться в этих 
пределах и притом вообще —в малых пределах. 

Только что приведенное доказательство повторялось, на- 
сколько я знаю, без существенных изменений всеми автора- 
ми, занимавшимися этим вопросом; а все то, что было при- 
бавлено Пуассоном (Ро13з501, Ттай6 ае М6сашале, т. 2, 
стр. 492) для того, чтобы ввести в рассмотрение члены более 
высокого порядка, основывается на неприемлемом допущении, 


что каждый член второго порядка превосходит сумму всех 
членов высшего порядка. 


Если даже дополнить рассуждения Лагранжа для случая, 
к которому они применяются и где наличие максимума уста- 
навливается при помощи членов второго порядка, расематри- 
ваемая теорема не может быть доказана в полном своем объе- 
ме. Известно, что существование максимума совместимо с 
исчезновением членов второго порядка; вообще достаточно, 
чтобы первые члены, отличные от нуля, были четного по- 
рядка и чтобы сумма этих членов была всегда отрицательной. 
Формулы, относящиеся к этому последнему условию, до сих 
пор еще не были даны даже в том случае, когда речь идет о 
членах четвертого порядка. Поэтому сначала следовало бы 
найти эти формулы. Но это неизбежно ввело бы большое 
осложнение в доказательство теоремы механики, о которой 
сейчас идет речь. К счастью, положение об устойчивости рав- 
новесия можно доказать независимо от этих формул, поль- 
зуясь очень простым рассуждением, которое непосредственно 
связано с идеей максимума. 

Помимо сделанного выше допущения, что положение рав- 
новесия соответствует значениям Л =0, и=0,..., мы пред- 
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положим еще, что ф (0, 0,0,...) = 0; такое предположение до- 
пустимо ввиду наличия произвольной постоянной. Определим 
постоянную, приняв во внимание заданное начальное состояние, 
для которого значения ®, А, ц, у... мы обозначим через %%, 
Ло, №, У»... Таким образом мы получим 


У} тоя = $ (®, М, У,...) — Ф (№, Шо, \0, . ‚.)-- Ули. 


Так как согласно допущению при ^=0, и=0, у=0... 
ф(^, ци, %,...) является нулем и максимумом, то можно взять 
положительные величины [р т, п,... достаточно малыми, 
чтобы Ф(^, и, У) была всегда отрицательной для всякой 
системы значений Х, в, у,..., если абсолютные значения 
переменных соответственно подчинены условию не выходить 
за пределы [ т, п,..., за исключением одного единствен- 
ного случая, когда Л, и, у,... все одновременно равны нулю. 
Этот случай исключается, если мы будем рассматривать лишь 
такие системы, в Которых по крайней мере одна из перемен- 
ных А, ш у... будет по своему абсолютному значению равна 
своему пределу [, т, п,... Предположим, что из всех отри- 
цательных значений функции для подобных систем наимень- 
шим по абсолютной величине значением явится — р: тогда 
можно легко доказать, что, если взять №, щ, \,... Числен- 
но меньшими, чем р т, п...., и если в то же время удо- 
влетворить неравенству 


—Ф(% у...) 4 У «р, 


то каждая из переменных ^, ц, у... останется в течение, 
всего времени движения внутри пределов [р т, п,... В са- 
мом деле, если бы имело место противоположное, то, так как 
начальные значения Л м, \%,... Удовлетворяют поставлен- 
ным нами условиям, а также в силу непрерывности переменных 
^, и у,..., прежде всего было бы необходимо, чтобы в опре- 
деленное мгновение существовало равенство между одним или 
несколькими численными значениями ^, д, у... и соответ- 
ствующими их пределами [, т, п,..., причем другие значе- 
ния не должны выходить за свои пределы. В это мгновение 
абсолютное значение ф(^, ц, у...) будет больше или по 
крайней мере равно р. Следовательно, второй член урав- 
нения живых сил будет отрицательным ввиду наличия напи- 
санного выше равенства, относящегося к начальному 600- 


стоянию; Но это невозможно, так как У всегда положи- 


тельно. 
Очевидно, отсюда также следует, что скорости 9 всегда 
заключаются между определенными пределами, так как 
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мы всегда имеем 


Хто < Уртил — (Ан Ш, %,...). 


Очевидно также, что пределы для каждой скорости, рав- 


но как и пределы для каждой переменной ›, ц, у... тоже 
могут быть сколь угодно малыми, так как и величины 1, т. 
п,... могут стать сколь угодно малыми. 
Ш. 
Ж. БЕРТРАН. 


О РАВНОВЕСИИ УПРУГОЙ НИТИ. 


Данные Лагранжем формулы (стр. 204) предполагают, что 
силы упругости в каждой точке проявляются в плоскости, 
соприкасающейся с линией, находящейся в равновесии, при- 
чем они стремятся восстановить первоначальный радиус кри- 
визны этой линии; однако подобное допущение далеко от 
того, чтобы представить эти явления, и Бинэ (Веб) указал, 
что к силе упругости, рассматриваемой Лагранжем, следует 
прибавить еще другую силу, эффект которой заключается в 
том, что она противоцействует изменениям второй кривизны. 
Сложнобть формул, выражающих эту новую кривизну, не да- 
ет нам возможности при развитии выводов из указаний Бино 
сохранить обозначения и ход изложения, примененные Ла- 
гранжем. Мы ограничимся непосредственным составлением 
уравнения равновесия, следуя в данпом случае методу, изложен- 
ному Пуассоном в статье, помещенной в Сотгезропдапсе зиг 
1`Есо!е Роубесвшодие (т. 1, стр. 355). 

Рассмотрим пребывающую в равновесии упругую линию 
АМВ, все точки которой находятся под действием заданных 
сил. Если мы допустим, что часть линии МВ, заключенная 
между какой-либо точкой М и концом В, становится негиб- 
кой и неподвижной, а другая часть МА становится только 
негибкой, сохраняя в то же время свободу вращения вокруг 
точки М, то равновесие не будет нарушено, и, следовательно, 
сила упругости, развивающаяся в точке М. должна уничтожить 
пару, которой в силу неподвижности точки М эквивалентны 
силы, действующие на часть М.А кривой. Но мы допустим, 
что сила упругости может произвести две пары, одну, кото- 
рую учел Лагранж, действующую в соприкасающейся пло- 
скости и стремящуюся вернуть кривизне ес первоначальное 
значение, и другую, имеющую в качестве своей оси касатель- 
ную к упругой кривой и стремящуюся уничтожить кручение, 
возвращая второй кривизне ее первоначальное значение. Назовем 
эти две парыби ЕЁ. Сначала докажем, что 6 остается постоянной, 
каковы бы ни были заданные салыи первоначальный вид кривой. 
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В самом деле, для того чтобы определить обе пары 0 и 
Е, следует силы, действующие на часть МА кривой, свести к 
одной силе Е, проходящей через точку М, и к одной паре С. 
Эта пара а должна быть эквивалентна двум парам — 0 и — Е, 
имеющим соответственно в качестве осей касательную к рас- 
сматриваемой кривой и перпендикуляр к ее соприкасающейся 
плоскости. Если мы повторим то же самое разложение, под- 
ставив вместо точки М бесконечно близко к ней расположен- 
ную соседнюю точку 1”, то сила РК и пара С изменятся, с 
одной стороны, вследствие изменения точки приложения си- 
лы, а с другой стороны, под влиянием повых сил, действую- 
щих на дугу 1(М’. Заметим сначала, что эти последние силы 
не могут иметь какого-либо влияния на значение пары 0, так 
как их точка приложения находится на бесконечно малом 
расстоянии второго порядка от касательной в точке М’, яв- 
ляющейся осью пары. Таким образом достаточно принять во 
впимание изменение положения неподвижной точки, а это из- 
мепение, очевидно, приводит к тому, что к паре С присоединя- 
ется вторая пара, образуемая силой РГР и равной ей и проти- 
воположно направленной силой, приложенной в точке М”. 
Но сила ГР, подобно силам, приложенным к дуге ММ’, имеет 
точку приложения, расположенную на бесконечно малом рас- 
стоянии второго порядка от касательной в точке 1’; таким 
образом искомая пара, осью которой является эта касательная, 
изменяется только на величину такого же порядка. После этих 
замечаний можно вычислить значение 0” пары кручения, соот- 
ветствующей точке ЛМ”, так, как если бы .пара С не изменяла 
ни своей величины, ни направления; ее следует теперь лишь 
разложить на две другие, из которых одна должна быть пер- 
пендикулярна к касательной в точке. М’. Для определения 
этой составляющей пары, выражающей искомый момент кру- 
чения, подставим вместо пары @ две пары —0 и — Ё, кото- 
рые ей эквивалентны. Каждая из этих пар должна быть ум- 
ножена на косинус угла, образуемого ее осью с осью пары 0’, 
которая представляет собою не что иное, как касательную к 
рассматриваемой кривой в точке М”. Оси пар 6 и 0’ образуют 
бесконечно малый угол, косинус которого равен единице, если, 
как это было сделано выше, пренебречь бесконечно малыми 
второго порядка; что касается оси пары — ЕЁ, то угол, обра- 
зуемый ею с касательной в точке М’, равен прямому, если 
мы опять-таки пренебрежем бесконечно малыми второго по- 
рядка, так как соприкасающаяся плоскость в точке М парал- 
лельна касательной в точке М”; следовательно, косинус этого 
угла может быть принят равным нулю; таким образом, если 
перенебречь бесконечно малыми второго порядка, мы получим 


0’ =6, 


откуда следует, что момент кручения строго постоянен по 
всей длине упругой кривой. 
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После сделанного замечания составим уравнения равно- 
весия, написав, что силы, приложенные к некоторой части 
МА кривой, которую мы считаем жесткой, уничтожаются 
неподвижностью точки М и двумя парами —ди — ВЕ, имею- 
щими соответственно в качестве своих осей касательную к 
кривой и ось соприкасакщейся плоскости; при этом 0— по- 
стоянная величина, а Е пропорциональна разности между 
действительной кривизной в точке М и первоначальной кри- 
визной в той же точее. 

Рассмотрим, в частности, случай, когда кривая первона 
чально представляет собою прямую линию ик ней приложена 
единственная сила, действующая на конец ее 4, причем ко- 
нец В остается неподвижным. Если предположить, что мы 
закрепляем точку М, координаты которой х, у, 3, то момен- 
ты заданных сил по отношению к этой точке будут иметь со- 
ставляющие следующего вида: 


су— 65 + а:, 
аз — сх НЫ, 
62 — ау + ол, 


где. а, 6, с, а, В, с, — постоянные, зависящие от направле- 
ния силы и от положения ее точки приложения. Приравняв 
эти моменты парам упругости, разложенным перпендикуляр- 
но к тем же трем осям, мы получим уравнения 


Ду 45 — аз 4?у 4х 
Ра о —=093. + су— 65+ а, 


43 4х — ах 4? Ау 

Р— чз =% -- а3 — с Ь, 
4х 4?у — ау а*х 43 

Раз '=0щ 6 — аа, 


отличающиеся от уравнений `Лагранжа (стр. 210) только обо- 
значением и введением членов, содержащих 0. 

Получив эти уравнения, Лагранж прибавляет: их инте- 
гри рование в общем случае, быть может, неосуществимо. Мы по- 
кажем, наоборот, что оно всегда выполнимо, причем для этой 
цели воспользуемся методом, указанным Бинэ*) и немного 
спустя упрощенным Ванцелем (\/апёе1]). 


*) См. Сошрёез гепдиз 4е ’Асаа6и\уе 4ез зо1епсез за 1844, 
стр. 1115 и 1197. 
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Если в качестве оси х взять само направление заданной 
силы, то, как легко видеть, приведенные формулы примут 
следующий вид: 


ду 4*; — 43 а*у 4х 

я ое баь в | 
43 4?х — ах 423 ау 

р Ч 05—82 (1) 
4х 4*у — ау а*х 45 

Р 433 —=Ч аз’, ] 


где с — постоянная величина. 

Последнее уравнение показывает, что если пренебречь 6, 
как это сделал Лагранж, то кривая необходимо окажется 
плоской. Помножив эти уравнения на 4х, 4у, 43 и сложив 
их, мы получим 


0 = 0 45 -- & (у4х —х ау) *); (2) 


сложив первые два уравнения, предварительно умножив их 
соответственно на хи у, мы получим также 


р р 43 (х 429 —у42) ’хах-- уау 
458 92 (2 4у — у42) — ав =9—. (3) 


или в силу приведенного выше, если принять $ за незави- 
симую переменную, 


р 4*5 _ 45 - уау р 
& 45 — 48 ' 


и после интегрирования 


с 
"ВЕНУ. (5) 


Если вместо хи у подставить полярные координаты, 
положив 


ру, що, 


*) Можно отметить, что если бы в формуле (2) мы могли 
положить х=0, у=0, то мы получили бы 0 =0. Следова- 
тельно, для осуществления кручения необходимо, чтобы сила 
не была приложена прямо к той точке кривой, на которую 
она воздействует. (Прим. Бертрана.) 
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то предыдущие уравнения примут следующий вид: 


об 48 
та = с 43, Я: = бр} 


45 
откуда, положив 45 =608Ф и применив известную формулу 


452 = ат? -- г? 4? -- 42?, 
мы получим 


рзшфаф 
4$ = — = 
У везти? ф (2р с0зФ —- с) — 0? 
др з1п фаФ 
4 = 


(р созф + с)У Е 3102 (2р созо -Е с) — 0? 


далее мы будем иметь 


43 = \ с03 ф 4$, 
х = Г 603 ©, 
У = гзш ©, 
9 4$ 
г? —= > 
Е 4х’ 


таким образом х, у, з могут быть с помощью квадратур вы- 
ражены в функции угла $. 
ТУ. 
И. БЕРТРАН. 


О ФИГУРЕ ЖИДКОЙ МАССЫ, НАХОДЯЩЕЙСЯ 
ВО ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ. 


Обратимся к уравнениям 


тМ —} 41? 


т = В?’ (1) 
тМ№М —Т 2? 
‚тр = 08. (2) 


полученным Лагранжем на стр. 268; прежде всего мы заме- 
чаем, что примененное им рассуждение не обосновывает впол- 
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не строго равенства осей В и С. В самом деле, так как М и 
№ оглизаются друг от друга только взаимной заменой букв 
В и С. то ясно, что допущение В =С сводит эти два урав- 
нения к одному, но це представляется очевидным, что это 
допущение необходимо для того, чтобы приведенные уравне- 
ния могли существовать одновременно. И действительно, мы 
покажем, что существуют эллипсоидальные формы с нерав- 
ными осями, лля которых возможно равновесие. 

Выражения, обозначенные Лагранжем через Г, М, М, 
развернуты в «Небесной механике» (Месвапате с6!е5{е) Лап- 
ласа и в настоящее время их можно найти в большей части 
курсов механики. Эти выражения следующие *): 


1 


Зы (2? ах 
= \ Н’ 
0 
3 | 24 
ЩИ т 
М — ть аяун” 
0 
1 
№ Зы 2? 4х 
— № \ (1 ^’2х?) Н’ 
0 


в этих формулах ц обозначает массу эллипсоида, и положено 


В? — А? (С? — 42 
м м 
А? , А? 


Н=Ии и яя). 


/ 
—=)^2, 


Если из уравнений (1) и (2) исключить |, томы получим 
. соотношение 


(М — №) (1+ №) (1+ ^') = 202 —^^), (3) 


или согласно написанным выше выражениям для Ё, М и № 


1 | 
144 х? ах 
(^2 — №2) Ё - ^2) (1 +») \ Из — \ —я | =0. (4) 
0 0 


рю ии» 


*) Гар!асе, Месваплацие свезе, т. П, стр. 14. 
35 ж. Лагранж, т. 1 
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Этому равенству можно удовлетворить двумя путями: 
1. Если положить ^’=^, что дает эллипсоид вращения 


и согласуется с указанием Маклорена (Мас]аиг!п), приведен- 
ным Лагранжем. 


9. Если положить 


1 1 
44 
ана \ бак = ие, (5) 
0 


<> 


это уравнение цает ^ в функции ^’ и приводит к эллинсоиду 
с неравными осями, указанному Якоби (ТасоЪ1). 

Сверх того можно доказать, что для каждого значения Л 
уравнение (5) дает соответствующее значение ^”. 


Действительно, представим это уравнение в следующем 
виде: 


1 

° 2? (1 — 2?) (1 — Л? 2х?) 4х 
о (6) 
0 


тогда ясно, что если Х приписать определенные значения, то 
первый член будет положительным, когда ^’ равно нулю, и 
отрицательным, когда ^’ очень велико; следовательно, он не- 
обходимо обращается в нуль при некотором положительном 
значении Л’. . | 

. Более подробно можно ознакомиться © этим вопросом в 
статье, помещенной Лиувилем в 14 томе Фопгпа! 4е ГЕсое 
Ро1убесвмаце (ХХ: выпуск). Укажем еще статью, помещен- 
ную Лиувилем в ТУ томе его журнала, содержащую несколь- 
ко интересных замечаний по поводу уравнения (6). Эта статья 
озаглавлена: О`зегуайоптз заг ип шетойте де М. Ууоту. Нако- 
нец, этот вопрос.был исследован немецким математиком Мейе- 
ром (Меует) из Кенигеберга. Мейер поставил вопрос *), многие 
ли эллипсоидальные формы © тремя неравными осями мо- 
гут дать равновесие при заданной скорости вращения, и 
пришел к выводу, что существует только одна подобная фор- 
ма эллипсоида. Одновременно Мейер доказал, что задан- 
ной скорости вращения- соответствуют, вообще говоря, две 
эллипсоидальных формы вращения; впрочем, © этим 


можно ознакомиться в «М6сВап1аие с6]езе» Лапласа, т. П, 
стр. 56. 


*) Сге]Гз Тоцгпа],.т. ХУ. 
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ОБ УРАВНЕНИИ, КОТОРОЕ ЛАГРАНЖ 
ПРИЗНАЛ НЕВОЗМОЖНЫМ. | 


На странице 354 Лагранж пришел к заключению, что 
уравнение 


$ (=* у) т. 8 (+) Рт. 8 (и +2)0т-=] 

— В (2 -- 9?) От. (ху Бт)* + | 
- $ (22 + 22) О0т . (8 х=Бт}? -+ | (1) 

+ 8 (92-22) т. (ЗуБт + | 

2$ ху)т . $5 От + Зуё От ) 
следует признать невозможным, но он не остановился на до- 
казательстве этой невозможности, так как беглый просмотр 
этого уравнения привел Лагранжа к выводу, что эту невоз- 
можность трудно обосновать. Целью настоящей статьи является 


восполнение этого пробела, который, впрочем, послужил уже 
предметом исследования Бинэ (Ве) Положим 


а = $2*О0т, Б=буШОт, с= $: 0От, 
4 = $ху)т, е=$425От, }= $92 От; 
следует доказать, что равенство 
(а-- Б)(а + с) (6 - в) =а2(а - В) е?(а + с)+ Р (5 + с)-+24е} (2) 
ни в коем случае не может’ иметь места. С этой целью мы 
докажем, что если все члены перенести в левую часть урав- 


нения, то результат будет существенно положительным. 
После переноса членов мы получим на левои стороне 


рабо + Бо + ас? Ъс? 4 сай + Бай ам — (6+ е)Р— 

— (а с) е* — (а - 5) а — 24ер, 
что может быть написано и следующим образом: 
2 (авс — 4е/) + (а6 — 4?) (а +) 


+ (ас — е?) (а с) + (66 — В) $ -+ с). (3) 
35* 
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Но мы имеем 


26 — 42 == $22 От. Ву т — ($ гу От)», 
ас — е? = & 22 От +. $2 От — ($55ШОт)?, 
вс — 2 = Зу? От . $ 52 От — (8 уз От), 


причем очень легко увидеть, что все эти три разности поло- 
жительны; Далее из неравенств 


аб > а?, 
ас > е*, (&) 
> р 

получается 


а2Ь2с? > 4“еЗ, 2, 
и, следовательно, 


абс > аер,; 


теперь мы видим, что все члены выражения (3) существенно 
положительны и, следовательно, что указанное выражение 
никогда не может стать равным нулю. 

Неравенства (4) мы приняли как очевидные. В самом деле, 
если допустить, что число точек системы имеет какое-либо 
конечное значение », то первое из указанных неравенств, 
отличающееся от двух других лишь заменой букв, примет 
следующий вид: 


(пихт-- таз +... + т, 22) (т + та... ти)> 


> (таги +... +т, 2)"; 


но оно может быть представлено и в таком виде 


>» тт (ур ау: > 0; 


в этом виде оно становится совершенно очевидным. Един- 
ственный случай исключения мы будем иметь, когда все эле- 
менты суммы будут равны нулю. Но это условие может быть 
выполнено одновременно для всех трех неравенств (&} только 
в том случае, когда все точки системы лежат на одной и той 
же прямой линии, проходящей через начало координат. 
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УТ. 
Я. БЕРТРАН. 


0 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МЕХАНИКИ 
И 0 ВИДЕ, КАКОЙ МОЖНО ПРИДАТЬ ИХ ИНТЕГРАЛАМ. 


ВУ отделе «Динамики» Лагранж указал чрезвычайно 
интересный вид, какой получают уравнения динамики, если 
вместо координат различных точек подставить любую систему 
переменных. В настоящей статье мы вернемся к составлению 
этих уравнений. Затем мы укажем чрезвычайно удачное пре- 
образовани., которому подверг их Гамильтон (Нап оп) и из 
которого можно вывести ряд свойств их интегралов, подходя- 
щих ко всем тем проблемам, при которых применяется пре- 
образование Гамильтона. 

Г. 

Пусть 21, У1, 21, 2», Уз, 2,...,2„, У, 2, Представляют 
собою 3п коордипат точек системы. П,=0, П,=0,..., Пз„_„=0 
представляют собою 3Зп —А уравнений связей, определяющих 
систему, причем 3п координат могут фигурировать в этих 
уравнениях любым образом вместе со временем #; обозначим 
через 41, 9»,...,Чк ^ новых переменных, так что 3п коорди- 
нат 21, У, 21,..., 21, Ул, 8, МОЖНО выразить в функции этих 
переменных и времени $ Формулы. выражающие координаты, 
конечно, таковы, что уравнения П, = 0, П, =0,..., П„_в=0 
тождественно удовлетворяются, если вместо различных коор- 
динат подставить их выражения в функции новых пере- 
менных. 

Как известно, общий тип уравнений движения представ- 
ляется в следующем виде: 


4х; ЭП ЭП ЭП ив 
Л.Н Е, о Зтбв , 
т аР А. дх, ^з дх, т ТТ Ази— д%; 
а?у, ЭП ЭП Пик 
(УЛ т, м ол 8-й, 
т; С? 5+ 1 ду; - "ду; -- + З3п—Е ду; (1) 
425, ЭП ЭП ЭП зв. | 
т. ы = Я. Л 1 ул 2 оо у Пн , 
ат ВА дз, т дз, т.т т ^ дд, ] 


буква { обозначает любое целое число, не превышающее п, т; 
обозначает массу точки, коорлинаты которой равгы х,, У;,2;, а 


„А, Уз 0, — составляющие силы, действующей на эту точку. 
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дх; ду; дз; 
Умножим уравнения (1) соответственно на Ба“ 
Чт 


‚5 
9%», 994 

и прибавим их ко всем аналогичным уравнениям, которые 

получаются, если индексу + приписать п значений, которые ов 

может принять, тогда мы получим 


дх, ат; ду; 49; 92; 423; _ 
Ут, 94 т ЧР 94 ай О Ч? 


множители 1, Л.,...,ЛАз„_к При сложении исчезают ввиду 
наличия соотношения 


91, 9% ОП, ду» дп. в) 


= 0, (3) 


У (=. 94, ду 99 925 От 


которое получается веледствие того, что функция Па (где а обо- 
значает любой индекс, не превышающий Зи — А) тождественно 


обращается в нуль при замещении 21, .,..., 2), Ул, Уз,... Ур, 

21, 25,...,2, их значениями в функции 01, 4»,...,4» и &. 
Правую часть уравнения (2) мы должны рассматривать 

как известную функцию переменных 4,, 4,,...,4, и так 


как согласно условиям задачи величины Х,, У,, Й,, х,, у,, 2, 


даны в функции указанных А -+- 1 переменных. Таким образом 
правую часть не приходится преобразовывать и мы ее 
обозначим буквой Ом. 

Для преобразования левой части напишем ее в сле- 
дующем виде: 


, ’ , 
у [= ат; й 94; ау; и дз; аз, в 
т. + = =——_ |, 
$ \ да 4 94, 4 94 4 
обозначив через х;’, У,’, 3;’ составляющие скорости точки, 
координаты которой равны х,, У;, 5;. Мы имеем тождественно 


дх, 4х,’ ду, 4у;^ + 95; 43,” _ 

х т Ё99 4 т 94, 4 94и 4 | _ 
а дж, _— ду; дз, 
— — ГрНЫИИИ Ё/ / __ 


‚ а дх, ‚ а. 03 ‚ а. д; 5 
= 2)", 7 94, РЗ а! 94, Г 4 ‘ду, | ` (5) 
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Согласно допущению х., У;, 5; даны в функции 41, 4,...; 9% 


и = путем дифференцирования формул, выражающих эту 
функциональную зависимость, мы получим 


, дх, дх; дх; дх; 

У = а - 94, Чт -- 24, 9 т. 94» Ч, (6) 
‚_ дз, д5; , дз; , дз; | 

5: — 9 941 9, 245 42 +... 94» Ч, } 


откуда можно заключить 


дх, дх,' ду; ду.’ дз, дз,’ 

94,  0%’%’ 04’, 04’„’ 04% 04%’ 
кроме того, мы имеем 
а. дх; 9х; 0х, дж. 0х; 
Ч... 4, 
41 От 9% 09: ' 941041. ы Эда, +7 аби ^ 


что согласно значению х,’, получающемуся се помощью урав- 
Га 


нения (6), эквивалентно ба‘ Точно так же мы получим 
т 


а ду, 09; 4 05, 03; 


1 1 
Чи д’ О и 


т т 


Если принять во внимание эти соотношения и сверх того по- 
ЛОЖИТЬ 


1 | 
1=з Ут, (а Нур? + 2,1), 


то уравнение (4) примет следующий вид: 
4. ОТ ОТ 
а 0’т 04ъ = 9». 


Давая индексу т последовательно все значения 1, 2,..., А, 
мы получим А уравнений указанного вида и таким образом 
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составим К дифференпиальных уравнений: 


а ат _ вт 
ГД дал” 991 — О, 
4 ОТ ОТ 


которые представляют собою в точности уравнения Лагранжа. 
В этих уравнениях неизвестными являются 41, 4»,..., 4» И их 


производные 41’, 42,..., 4к’; О1, О», ..., О, являются задан- 
ными функциями этих неизвестных; то же самое относится 
к Г; в самом деле, так как согласно допущению х., у,, 5; заданы, 
7 / 
то путем дифференцирования можно получить х,', у,', 3;’. Важно 
/ / ! 
отметить, что согласно правилам дифференцирования х;', у;', 5; 
будут линейными функциями 41’, 42,..., 4’ и, следователь- 
по, Т будет целой алгебраической функцией второго порядка 
всех этих различных производных. Если выражения‘ х., у,, 3, 
не содержат явно буквы & а это будет иметь место во 
всех тех случаях, когда связи будут независимы от времени, 
7 Г 7 
то, как легко видеть, х;’, у,’ 2; будут однородными функци- 
ями первого порядка, а стало быть Т будет однородной функ- 
цией второго порядка по отношению к переменным 01’, 
4’, ...› Чи’. Это замечание имеет очень большое значение. 


П. 


В последующих рассуждениях представим себе систе- 
му, связи которой не зависят от времени и которая нахо- 
дится под действием сил, составляющие которых являются 
частными производными одной и той же функции. Одним ело- 
вом допустим, что к задаче, которой мы займемся, приме- 
ним принцип живых сил. 

Возьмем вновь дифференциальные уравнения движения 


а эт от _ 
Ча” д, 9" 

а 9т от о 

а 4» 04 “” (1) 
а эт от _ | 

41 ОЧ’ дк — № 
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которые представляют собою уравнения второго порядка; их 
можно свес1и к уравнениям перього порядка, если 41’, 42',..., Чк' 
рассматривать как А новых неизвестных, определяемых урав- 
нениями 


441 ‚ 942 , 44» , 
— —. — ооо — — м 9 
1 41, Е 42, , Е Чь, ( ) 
указанным путем мы получим систему 2А уравнений первого 
порядка. 

У Пуассона была мысль о преобразовании систем (1) и (2) 
путем подстановки вместо неизвес!ных 41’, 42,..., @»’ Новых 

ОТ ЭТ ЭТ 

неизвестных 5.7, д». дат, которые являются их ли- 


нейными функциями, но он полностью не развил своего пре- 
образования, и Гамильтон первый дал очень простые уравне- 
ния, к когорым нас могут привести эти новые переменные. 


Положим 
ОТ _ ОГ _ ОТ _ 
ба Ро м 


Тогда уравнения (1) примут слёдующий вид: 


ар _9Т _ ар» _ ОТ _ арк _ 0Т _ п. 
Фо В д т а 
но подстановка переменных ри, р»,...,рРь вместо 41’, 42',..., 4»' 


требует, чтобы были преобразованы и правые части этих урав- 
нений. В самом деле, ясно, что если Т выражено в функции 
41, Ч» ...,Чь» 91’, 42›...›Чв› а залем в функции 41, 92, ...,9Чк, 
Р1› Рз, ..., Ри. ТО в этих двух видах она не будет иметь одной 
и той же производной по д. 

Так как Т являелея однородной функцией второго порядка 


переменных 41’. 495,....4,’, 10 мы имеем тождественно 
ЭТ ЭТ ЭТ 
2Т = Ч —- 9 — +... ' ‚ 
т 941’ 7 942’ ы Та О4к’ 


что можно написать в следующем виде: 


ЭГ ‚ ОГ 
+ 92 — +... 94% — 
941 " 042 ^ 


Т = 41' 


== 41’ Ра - 42 р +... 4% РА -Т. (3) 
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Возьмем вариации обеих частей, одновременно изменяя все 
переменные; тогда мы получим 


5Т = 94, бр: + 926. +... + 9,’бр, — 


—9Т 4. —9Г _ 9Т у 


542 —... . (4 
41 О4» у О4ь т С) 
(В правой части опускяем члены р„549/ и — т 89, ‚ ко- 
Чт 
торые взаимно уничтожаются.) 
Но рассматривая Т как функцию р, р»,..., Рь 4 
4»,...,@,, Мы из уравнения (&), очевидно, получим 
ЭТ , ЭТ , ЭТ р 
— а , = а ....у — = [1] ‚ (5) 
Эрл . др» " Эр, ь 
Г _ _0Т Т_Т 9Т — ЭТ. (6) 
04. 94:° 943 0 04 94» 


Благодаря уравнениям (6) уравнения движения получают сле- 
дующий вид: 


а если к ним присоединить соотношения (5), 


ат 4: ЭТ _ а: эт _ Ч (в) 
др 4’ др 4&’```’ др 4’ 


то мы получим 2А дифференциальных уравнений первого по- 
рядка между неизвестными ри, рь,..., Рь, 91, 4»..., Чл. Для 
того чтобы эти уравнения упростить, вспомним, что Х., У,, 2, 
составляющие силы, действующей на точку х,, у, 5;, явля- 
ются согласно допущению частными производными одной и 
той же функции 0 и, следовательно, мы имеем 


х,=20, у=00, 2 =00. 
{ ду; 95; 
поэтому, если принять во внимание определение функции О: 


ду; 4 7 д; 


У дх. 
— Х . 1% -- У. раииииинию . —ы— Й 
“т у О, у От у 4 т 


О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МЕХАНИКИ 555 


мы придем к следующему выводу: 


о = 90 
т. 
От 
Если значения, получающиеся с помощью этой формулы, под- 
ставить в уравнения (А) вместо О;, О.,..., Ох и сверх того 


-положить 0 —Т =Н, то эти уравнения примут следующий 
вид: 


4р1 _ ОН @р: _ 9Н ЧРь _ ОН. (С) 
4 ^ 94° 4 04’ ``’ 4 04’ 
кроме того мы примем во внимание, что так как О не со- 
держит р1, Р.,..., Рь то мы имеем 9Н __0Г ; Поэто- 
др; др; 
му уравнения (В} могут быть написаны в следующем виде: 
44 __9Н, 44: _ _дН ан (р) 
а ‘ ды’ 4 др.’```’ 4 др, 


Системы (С) и (2) дают в наиболее прос1ом виде уравне- 
ния задачи механики, к которой применим принцип живых 
сил. Как видим, две задачи этого рода отличаются друг 
от друга только числом переменных и видом функции Н. 


Ш. 


Хотя, вообще говоря, мы далеки от’ того, чтобы иметь 
возможность проинтегрировать уравнения (С) и (0) предыду- 
щего параграфа, тем не менее их вид позволяет нам притти 
к ряду очень важных теорем, которые применимы ко всем 
вопросам, представляемым этими уравнениями. 

Мы начнем с вывода следующей теоремы, данной Гамиль- 
тоном. 

Теорема. Все интегралы механической задачи, в ко- 
торой применим принцип живых сил, могут быть найдены, 
если приравнять постоянным величинам частные производные 
одной и той же функции, взятые по отношению к другим по- 
стоянным. 

Возьмем дифференциальные уравнения механической за- 
дачи, к которой применим принцип живых сил 


4 
“р, ЗОН, Чр_ он, он | 
4 941’ 4 94. 4 94, и 
44, _ _0Н 44, _ _0Н 44, _ _ ОН 


рт др.’ - а Эр.’```’- @ др, - 
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Предположим, что после интегргуровакия этих уравнений 
Ра, Ро’ ...›, Рь» @1› 9»..., 4ь нам с:анут известными в функ- 
ции фи 2К произвольных постоянных. Еели подставить эти 
значения в функцию Н, то, `продифференцировав полученный 
результат по одной из постоянных «, мы получим 


ЭН — ОН Ор: „+ ЗН ЭР. 

да — др1 да др, да 
дН 04, ‚ОН 994» ЭН 94ь 
94,09% 04.0 ‘`` `'04, да’ 


т. е. если принять во внимание уравнения (1), которые 00- 
гласно допущению удовлетворяются 


ЭН _ _ 94, др: _ 44: др: __ 44 ОРь 
да АЕ да 4 94 '’’ 4 д 
ар: 04: ‚ ЧР» 04 Чрь Ок . р) 
дет щю т" "т 9х’ (2) 


последнее можно представить в следующем виде: 


ЭН _ а рб ‚аа и 


_ д аа! 443 =) 
= анна +... + Ра р (3) 


Но так как Т— однородная функция второй степени по отноше- 
НИЮ К 071,, 92',..., @9»’, то мы имеем 


ЭТ. 7 ЭТ. ! ОТ / я 
дол” 41 -- да» 42 +... 99 4, = Г. 


А это выражение тождественно тому выражению, производная 
которого по « фигурирует в правой час:и уравнения (3), так 
что это уравнение принимает следующий вид: 


ЭН _ а 9 94» 4» ЭТ 
ВЫ О 41 Ч, И 0, 
да = Зе Ра: ГР ды Г.Т РЬ 55 да 
ИЛИ же 
9(Н+2 д 94 
д ( ей Т) — 9 (2 5 + рэ —? Са ... + Рь 3] (4), 
[4 ди, 
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Если обе части этого уравнения проинтегрировать по &, то мы 
получим 


[я 


д 941 да Од 
-° \(Н+ эт) аг= оЧ1 9+... =) — 
2 + 27) + (2 9) 
0 
— (224. + 0. + ОЧ (5) 
до да К ды о’ 


инлексы 0 и &, поставленные внизу возле скобок, укКазываот, 
что время следует принять равным нулю или :. 
| 


Интеграл (Н - 2Т) 4 является функцией [и 2^ произ- 


0 
вольных постоянных; если мы его обозначим через 5, то при“ 
веденное выше уравнение примет следующий вид: 


95° _[, 9941 94» 94»\) _ 
да (р 2) 
— (» 94 + „ д4, 9%) (6 
Е ое (6) 


если последнее умножить на 4х и затем сложить со всеми 
аналогичными уравнениями, которые получатся при последо- 
вательной замене постояь-ой х всеми пос!оянными, фигуриру- 


ющими в интегралах данной з»дачи, то мы получим 
8,5 = р:641 | р» +... + РибЧь — (Р1)о (591), — 


— (Рз)о (842), —... — (Рь)о (54%) (7) 


где символом 6 обозначена полная вариация функции различ- 
ных постоянных, когда носледние одновременно все изменяются. 

Теперь отметим, что 5, являющаяся функцией ё и 2А про- 
извольных постояпных, может быть выражена в функции Ги 
41, 492,...› Чв» (@1)о» (42)0› -..› (4к)о- В самом деле, допустим, 
что 41, 9з,..., Ч» являются функциями [и 2А постоянных; 


если в А уравнениях, определяющих эти величины, положить 
[ =0, то мы получим А новых уравнений, в которых (41), 


(42...) (4 в)о заменят собою 41, 4»,..., 9» и которые, будучи 
присоединены к предыдущим уравнениям, позволят выразить 
2 постоянных в функции{ и 41, 42,...,4ь, (41) (42)0, -. > (@к)о- 


Если допустить, что указанное вычисление произведено, 
то уравнение (7) даст вариацию 5, когда все переменные, от 
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которых зависит эта функция, за исключением лишь $, полу- 
чатт бесконечно малые приращения. На основании принципов 


дифференциального исчисления мы приходим к следующим 
уравнениям: 


05 95 9.5 

—_ = р , __ = р уе —_—_ = , 

041 " 042 " Эа, Рь (8) 

9.5 05 95 

О (р 9 = (рь..., о = - (р н 
д (41)о д (42)о ии д (4 )о ‘Рыдо } 
так как эти уравнения имеют место между ра, Рз,..., РА, 
41, 92, .'.., Ч», временем Ё и 2К постоянными (р1)о, (Рз)о,..., 
(Рк)о› (41)0» (42), ---› (к), то, очевидно, они являются пол- 


ными интегралами проблемы. Можно заметить, что уравнения, 
входящие в состав второго ряда группы (8), образуют отдель- 


ную систему, в которой не фигурируют р1, Р.,..., Рь И ко- 
торая, следовательно, позволяет вычислить неизвестные 
41, 4»..., Чк в функции времени и всех начальных значе- 
НИИ (41)оз (42), ...) (Чк)о, (Рл)о; (Р2)о, ...’.у (Ро. 

ТУ. 


Если судить по тому, как в прошлом параграфе была 
введена функция 5, можно было бы подумать, что для опре- 
деления этой функции необходимо предварительно разре- 
шить рассматриваемую залачу. Но мы сейчас покажем, что 
эта функция удовлетворяет некоторому дифференциальному 
уравнению в частных производных первого порядка, каждый 
полный интеграл которого может заменить эту функцию при 
образовании интегралов механической задачи. 

Мы положили 


| 


$ = (Н - 2Т) а; (1) 
0 


на основании параграфа П имеем 


Н =0-—Т, 
следовательно, 
1 


5 \ф+т)а 
0 
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Пролифференцируем обе части этого равенства по &, причем 
примем во впимание, что 5 содержит 2 явно, а также 


41, 42....›,Чь, зависящие от времени; тогда мы будем иметь 
95 4 
отт = 95 + 95 94: 405 9, с 9 “Ч. (2) 
0% ау 4 Оо а 94, & 
ЕЕ ы являются линейными функциями р 
о’ а у 1 
95 05 95 
Ро, ..., Ри» Т. ©. (параграф ПТ) функциями 04: ° 94-*` ``’ 94»; 


таким образом благодаря подстановке этих значений уравне- 
ние (2) станет дифференциальным уравнением в частных произ- 
водных второго порядка по отношению к производным 5. Для 
составления этого уравнения следует, как мы это указали, 
преобразовать сумму 


05, 955, 95, 
941 91 + да» 9 ... 1 да, Ч», 


входящую в состав второй части, но результат этого вычис- 
ления, очевидно, останется тем же, если вместо этой суммы 
подставить выражение 


’ Га у 
Р1Ч. + 229. = ... -- Рь@ь, 


. 5 05 д 
отличающееся от нее лишь заменой 5„- 


—,..., д вели- 

71’ 042’``°” 04ь 

., Рь, — заменой, эффект которой будет унич- 

тожен благодаря обратной замене, которую придется слелать 

в конце вычисления. Но так как Т — однородная функция 
! 


и 
второго порядка по отношению к @,, 4... 
имеем следующее тождество 


ЭТ 


чинами р:, ро,.. 


.. 4», то мы 


т — / + ОТ , От, 
— 94.7! 99921... а, #7 


= Р19, + Рз4, +... + РьЧь; 


так что уравнение (2), которому удовлетворяет функция 5, 
может быть символически написано следующим образом: 


95 
ИТ = + 2Т, 
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т. е. 
95 
Скобки у Т, указывают на то, что эта функпия должна 
быть выражена в функции р:, р»,..., Рь и что затем эти 
переменные должны быть заменены величинами 
05° 05 05 
041’ 04»’```’ 04ь` 


Уравнение (3) допускает бесчисленное множество реше- 
ний, причем каждое из них содержит А произвольных 
постоянных; Лагранж называет их полными (сотрёЁез;) инте- 
гралами. Одним из этих интегралов будет функция 5, которую 
мы определили в предыпущем параграфе, но мы сейчас пока- 
жем, что всякий другой полный ин'еграл может ее заменить 
и дать решение исследуемой нами механической проблемы. 

В самом деле, пусть 


$ = ВР (Ь Ч1, 92,..., Чь› @1, а», ..., @,) (4) 


один из подобных интегралов, тождественно удовлетворяю- 
щий уравнению (3) и содержащий А произвольных постоян- 
ных; если положить 
95 905 05 
— =», 6 , (5) 


дао 7? да» 


то я утверждаю, что мы булем иметь полное решение пред- 
ложенпой задачи и что приведенные уравнения (5) дадут зна- 
чения 11, 4», ..., 4» в функции Ё и 2К произвольных посто- 


янных. Для того чтобы это доказать, напомним, что следующие 
дифференциальные уравнения являются уравнениями движе- 
ния: 


а ар ОН 

ЧР ОН, а 0Н ЧТ | 

Ы 941 У ОЧ (д 94,’ | 

6 

491 _ 9Н  а9› ЭН аЧь ОН [ (6) 

4 9’ Ш 9’ др’ | 
где Н обозначает разность И—Т. Так как 0 не содержит 
в себе р:, р»,..., Рь, то’мы имеем 

ОН ОТ 


др: —^ др’ 
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так что второй ряд уравнений (6) может быть написан в сле- 
дующем виде: 
Ал —_ ОТ 44. ОТ ад, _ 9Т 
— — у — ооо Ш — — 
|) др ГУД Орь а ЭРь 
Мы начнем с того, что покажем, что эти уравнения (7) мо- 
гут быть получены из системы уравнений (5). 
Если уравнения (5) продифферепцировать по #, то мы по- 
лучим уравнение 
025 085 055 0% ' 
О а Ч. Ч, = 0, (8) 
да0 ` 041дат 042да 94, да: 
к которому следует присоединить А —1 уравнений, получаю- 
щихся путем замены в этом уравнении буквы а, буквами 
1», @;,..., @». Полученная таким образом система А урав- 
« ‘ ‘ 
нений даст значения 01’, 4»,..., Ч9ь, вытекающие из соот- 
ношений (5). 


А если продифференцировать по а, уравнение (3), которо- 
му © тождественно удовлетворяет, то мы получим 


(7) 


025 9 (Т) 
деда, Г ` да; (9) 
д(Т) 
да. обозначает здесь производную по а, выражения, в ко- 
торое преобразуется Т, когда ри, Р.,...,Рь в нем замещаются 
величинами 95 , 95 ...) 95 . Но на основании этого мы, 
941 04» ОЧ ь 
очевидно, имеем 
9(Т) — ОТ _9°5_ ЭГ 05 Г 02°. (10) 
да: др: 94,да1 др» 94эдал др» 04, да1 
в правой части этого уравнения следует еще преобразовать 
ОТ ОТ 
Эр.’ др.’ и.) ОБ, ‚ заменив в них р1, р.,..., р, величина- 
0,5 95 0$ д б  поеоб 
МИ =, д, ..., д. то - 
94. *` да» 94» ля того чтобы отметить э р 


разование, поместим эти величины в скобках. Тогда уравне- 
ние (9) примет следующий вид: 


05 ОГ 025 ОГ 025 

иди" + (35: ) нда + (р, ) льва: +--* + 
ОТ 29° 0; (14) 
Эр‚/ 94, дал 


36 ж. Лагранж, т. Т 
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к этому уравнению можно присоединить еще К —1 аналогич- 
ных уравнений, которые могут быть образованы путем заме- 
ны в нем а, величинами ао, а.,..., а,. Но если полученную 


таким образом систему уравнений сравнить с уравнениями 
типа (8), то мы придем к выводу, что последнее удовлетво- 
ряетея следующими значениями неизвестных 41’, 4:’,..., 4к: 


, 5) , 5 ‘= (5) 
=— _—_ , Я — _—— уу {1 =— — . (12) 
т ОР " Эр» ^ ОРь 


Но выше [параграф ИП, уравнение (5)] были выведены соотно- 
шения 


так что предыдущие формулы могут быть написаны следующим 
образом: 


41’ = (91), 92’ == (4»'),...› в’ = (4), (13) 
где (41’), (42'),..., (4„) обозначают величины, в которые об- 
ращаются 49,’ 92,..., Ч», когда их выражают в фупкции пе- 
ременных "ру, р»,. . . ; Рь, а затем последние замещают с помощью 
95° 05 95 п 
^_, —_. 


—,...) редположим теперь, что, проведя ука- 
941 04» О» 

занное преобразование в правых частях уравнений (12), мы 
одновременно с помошью тех же формул, которыми мы вос- 
пользовались, выразим левые части их в функции 


р1, Рэ,..., Ри; тогда мы составим систему уравнений, обе 
части которых будут отличаться друг от друга только заме- 
ной р1, Р....., Р„ выражениями —, 95 и ие) 5_ и из 
ОЧ 943 ОЧ» 
которых, следовательно, мы выведем 
05 25 05 р 
Р1— а,’ Рз — 04.'`'`’ Рк— 04, ' (14) 


Если мы вернемся теперь к уравнениям (12), то их можно 
будет написать следующим образом: 
ЭТ ЭТ ‚ ОТ 


м 


7 — —— — — — —_ 
91 — др’ 72 = др, ’''°?’ 9* — да, › (15) 


т. е., опустив скобки, назначение которых заключается толь- 


9$ 05 05 
ко в том, чтобы указать подстановку 24.’ 94.’```’ 84, 
3 2 
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вместо величии, равных им в силу уравиений (14). Формулы 
(15) образуют половину дифференииальных уравнений движе- 
ния, которые, таким образом, удовлетворены. Нижеследую- 
щие уравнения, будучи присоединены к системе (15), представ- 
ляют полные условия задачи: 

арр ЭН ар ОН ар» ОН 16 

4 041’ 4: ^ 04.’`°°’ ДА — 04° ( ) 
Для того чтобы показать, что эти уравнения тоже удовлетво- 
рены, продифференцируем по { уравнения (14); полученные при 
этом результаты будут иметь следующий вид: 


Ср: 085 05 085 025 , 
ф = "9418 9% + да? 41’ - 6.9 да» 9+... т да-да, 9 ‚ (17) 


/ 


или, если 491’, 42,..., Чь заменить их значениями 
от от ОТ 

Эр1’ др.’.” ``’ др,’ 

4р! 925 925 дТ 95 ат 92° дТт 


аи... +7 д. (18 
4 — "94.0 + 942 др: | 4:04» др, "`` 94:04 др” 8 
Продифференцируем теперь по 4: уравнение 


25 
= +(1) (19) 
получим 
90 05 ОТ) 
99, — 9204: т 941 


— 95 _ + (5. 5.) + м < 95 И 
— 9104, дат др:/ 941? 
025’ 9Г 085 
— ) —, (20 
+ (бр брат 2.04, + т (в, 04,041 (20) 


или, пни 55. (=). ..их значениями 41’, 42°, ..., Ч»’, 
2 


90 _ +(57 = )+ р 0%,5 ‚ 05 + 
т = бах + (би; +4 99} "9 да,да1 
925 
... '— 21 
+ -- 9 94,941 ( ) 
Сравнив уравнения (17) и (21), мы придем к следующему 


выводу: 
ар. 090 от 


— 


ф 94. _ 941 


\. Лагранж, т. ТГ: 
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Но в силу соотношений (1&) мы можем опустить скобки 

ОТ | 

у да,’ и тогда, наконец, мы получим 
1 


ар! _9(0—Т) _дН 
а — 041 41 ` 


Здесь мы имеем как раз то соотношение, которое мы хотели 
вывести; аналогичные выражения мы получим для 
4 ре ар» 
1 и, таким образом, докажем, что все уравнения 
движения удовлетворяются системой соотношений (5). 

Мысль о замещении функции 55 Гамильтона каким-либо 
из интегралов уравнения, которому она удовлетворяет, при- 
надлежит Якоби *). Он привел доказательство этого положе- 
ния для случая системы без связей. После этого многие ма- 
тематики исследовали тот же вопрос, но я полагаю, что 
приведенное выше доказательство является простейшим из 
всех, какие были даны до настоящего времени. 


У. 


Гамильтон называет функцию 5, к которой относятся при- 
веденные выше рассуждения, главной функцией задачи. Он 
рассматривает сверх того другую функцию, которую он на- 
зывает характеристической и которую мы обозначим через У. 
Мы считаем своим долгом дать здесь определение этой функ- 
ции Г:и изложить наиболее важное ее свойство. Гамильтон 
впервые дал именно эту функцию, и я полагаю, что при 
ознакомлении с ней легче всего будет понять те идеи, кото- 
рыми он руководствовался. 

Функция Г представляет собою пе что иное, как инте- 
, 


грал\ (д Ури», который расематривают в связи с принципом 


0 
наименьшего действия, так что в процессе доказательства 
этого принципа можно, как мы это сейчас увидим, наибо- 
лее естественным путем притти к прекрасному открытию Га- 
мильтона. 


Согласно обозначению, принятому в настоящей статье, 
мы имеем 


1 


| 
7 = 2Т аё = \ (ем + 229» +...- 24.) 4, 
0 0 


*) Сге]Рз ДочгпаЪ, ХУП. 


О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МЕХАНИКИ 565 


откуда следует 
1 
бу — \ (рабРт + Р264»' - ... + Риби’) од + 
0 
1 


+ (4: бра + 42 бр +... +4 8Ри) а 
0 
где символ 5 относится к вариации всех постоянных величин, 


фигурирующих в выражениях 41, 42,..., 4), Ра, Рь,..., Ри. 
Интегрируя по частям члены первого интеграла и приняв 


а04т 
во внимание, что 641’ = 9, ‚, мы получим 


* 


+ 
Ар ар 4р 
= (в ‘р — мы е — .. ‚ — 9 и В агдр: + 
0 


- 42 бРь ...-+ аи’, ат -- (Р1ба1 - Р»ба.-+. .. Род9 и); 


индексы 0 и & поставленные позади скобок, указывают, что 
здесь следует Для времени принять последовательно значе- 
ния 0 ии затем взять разность двух полученных результа- 
тов. Но согласно дифференциальным уравнениям движения 
мы, очевидно, имеем у 
ар1 4рз ар», 
— 5Н = — 6419: — 54а Ча т -- 


+ 9’ бра - 42.5 +... - 4. бР; 


а так как вследствие принципа живых сил 6Н — постоянная 
величина, то приведенное уравнение принимает следующий 


вид: 
57 = —Е6Н + р 841 + р» 8. +... 
0 0 0 0 о 0 
- Ри 54, — Р, 84, —Р, 64, —. .. — Ри 94 . 
Следовательно, если рассматривать 7 как функцию 41, 42,..., 
Чп› Ч,» Ч...) Ч и Н, то мы будем иметь 
и 07 _ 
Ъ94 РР даа 2’ '’ 94, Ри» 
07 _ ’ 0 о ду '’ Об 
БВ = - р, зе» ЭН =-! 
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эти уравнения можно рассматривать как полное решенис 
поставленной задачи, которая, следовательно, будет раз- 
решена, если достичь определения характеристической функ- 
ции И; У, как и 5, удовлетворяет частному дифференциально- 
му уравнению, единственного полного интеграла которого 
достаточно для решения задачи. Но для исследования 
этого уравнения мы отошлем читателя к мемуару Якоби, 
который подробно проанализировал случай свободной систе- 
мы; что касается случая системы с любыми связями, то он 
не представит никаких затруднений для лиц, которые усвоили 
аналогичные предложения, изложенные выше применительно 
к функции 5. 

Мы не можем здесь указать какого-либо частного приме- 
нения теории, послужившей предметом ластоящей статьи. 
По этому поводу можно с пользой посмотреть многочислен- 
ные мемуары Лиувилля, напечатанные в ХПМУ и ХУГ томах 


его журнала и в АЧаН1ол$ & |1а Соппа1ззапсе 4ез Тешрз 
за 1850 г. 


УП. 
Ж. БЕРТРАН. 


О ТЕОРЕМЕ ПУАССОНА. 


Пуассон в одном из своих мемуаров изложил весьма общую 
теорему, на которой он основал новый метод изложения тео- 
рии вариации произвольных постоянных. Хотя эта теорема 
сама по себе представлялась чрезвычайно интересной, Пуас- 
сон удовольствовалея применением ее к специальной це- 
ли, которую он себе поставил, не отметив даже того 
обстоятельства, что ее можно применить и в других случаях. 
Спустя больше чем тридцать лет после этого, уже в момент 
смерти Пуассона, внимание математиков снова было привле- 
чено к этому вопросу знаменитым Якоби, который указал на 
теорему Пуассона как на замечательное достижение, по его 
мнению, — наиболее важное во всей науке о движении. 
Впрочем, Якоби не подкрепил какими-либо выводами своего 
утверждения, относительно которого, быть может, мы най- 
дем более подробные указания в его посмертных трудах. 
Цель настоящей статьи заключается в том, чтобы изложить 
теорему Пуассона и указать ту пользу, какая может быть из 


нее извлечена для интегрирования дифференциальных уравне- 
ний механики. 


Г. 


Рассмотрим какую-либо задачу механики, к которой 
применимо изложенное в предыдущей статье преобразование 
Гамильтона. Пусть имеются дифференциальные уравнения этой 
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задачи 

ар, _ ‚ОН р, _ , дН Чон | 

4 = Т да , а — даз’‘‘°’ 4 = т да, Е 
) 

4, _ ОН 44 _ _0Н 94, _ _ 9Н 

4 —^ др.’ 4 др.’``'’ = дрь` } 


Если мы допустим, что нам известны два интеграла этой 
системы уравнений, причем каждый из них содержит произ- 


вольную постоянную и разрешен относительно этой посто- 
янной 


& —=ф (+, 42...) Др) Р1, Рэ,..., Рь, [), (2) 
В — ф (Чт, (2, ...,у Фь, Р\т, ро, `’..’ ‚Рь, Г), (3) 
то теорема, Пуассона сводится к тому, что выражение 


0% 08 д% 08 дх ОВ дх 0В 0% 0В д« ОВ, 


—— ож — 


да. Эр. ор, да; "да; бр. др. ба, *`'° + дав бр, ” дрь дав’ (%) 


которое он обозначает через (х,`В), сохраняет во время Дви- 
жения постоянное значение, так что если равенство 


(«, В) = со 


не является тоэюдеством, то оно представляет собою ин- 
теграл рассматриваемой системы дифференциальных урав- 
нений. 

Для доказательства этого предложения составим про- 
изводную выражения («, В) и удостоверимся, что она равна 
нулю; мы имеем 


а др. 41 да; ° др; @ 09а; да; @! др; 


4 (&, В) _ д« а ОВ, 0В а да д%« а 08 98 а да (5) 
-У (ща 00; 00,4104; др; аё 90а; ода; 4 ду 


Но так како и В являются интегралами системы (1), то 
4х 48 


ДЕ. и ЧЕ ‚ если принять во внимание эти уравнения, тожде- 
ственно равны нулю, и тогда мы имеем 


да. 04 0Н _ 0&9Н\ _, 
де + № (5р. Эа; — Эа; Эр. | =° 


9 В 0Н ОВоН 
9% ы > [72 94; — 94; ; ЭР; я) 


|| 
? 
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если эти два уравнения продифференцировать по р,;, и 4;,, где 
: обозначает какой-либо индекс, то мы получим 


ее д? - 9% _@Н 
ИЕ +2 др. др. а. т др; 94. др., 


0% ОН д 9Н ) 0 б 


+ (а 02“ . 9“ 92Н 
` де ОН д& 0Н р о (1) 
и два других уравнения, отличающихся от приведенных ЛИШЬ 


заменой буквы « буквой В. 
Сверх того мы имеем 


4 0% 0 СР 0% 44; _ 
4: др, — др, 2. + Хр. 95. др; ра ® 29, дрь, 1 — 
до 92% ОН 
— дЕдр., ок ., + >\9р. 94. 94;, я _ 04; 9Р;, др; , 
4 0% 04 У 02% ЧР: 92 44; 
и и" др; 94;, 2 т Е, @ © 
02а, 9“ ЭН | 
— д#д4., ое. у + Хр. 4 94;, тя — 94; 94;, 94;, др; › 


в силу этих соотношений уравнения (6) и (7) могут быть на- 
писаны в следующем виде: 


а д (24 ен ди @Н ) й . 
фуд `др., ., +У др; 94; 24; др. 94; др; Эр.// (8) 
4 да (| ЭН 06 ЭН 

— 0. 9 
4 ‘04. +У др. 94. 04., 994. Эр; ве 0; (9) 


точно так же мы У иметь 


4 ОВ 9Н В 0Н 
Е 57. = 10 
а др., + У др; 04; 9р;, 04; др; др, 0, (10) 
4 ОВ В 0Н В 0Н 
И А = 0. 11 
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Если из уравнений (8), (9), (10), (11) найти значения 


4 да 4 д“ 4 ОВ 4 08 
4 др., ’ 4 94;, ’ 4 др;,’ 4 04,, 


для всех значений индекса ги внести их в уравнение (5), 
правильность которого мы хотели доказать, то мы получим 
тождество, в чем можно очень просто убедиться, если при- 
нять во внимание, что после указанной подстановки все 
члены правой части уравнения будут содержать в качестве 
множителя вторую производную функции Н; если соединить все 
члены, соответствующие одной и той же производной, то мы 
увидим, что таких членов имеется четыре и что они попарно 
друг друга уничтожают. Отсюда мы получим 


а («, В) 
& =0 


и, следовательно, (х, В) = сопзё, что дает нам в точности тео- 
рему Пуассона. 

Если (х, В) — функция переменных 4,1, 02,..., 94%, Рь 
Рэ,..., Рь, Которую нельзя рассматривать как функцию чи 
В, то это уравнение (<, В) = 013% будет третьим интегралом 
который можно скомбинировать с двумя интегралами хи В 
таким образом, чтобы составить новое постоянное выражение, 
которое в некоторых случаях может послужить четвертым 
интегралом, и так далее. К сожалению, случаи, при которых 
этот процесс не приводит к новым интегралам, чрезвычайно 
многочисленны. Мы остановимся на некоторых частностях, 
связанных с этим важным вопросом. 


П. 
Пуеть 


& — $1, В =ф.." у = ф+, ето Л = Фэь 


представляют собою интегралы какой-либо механической 
задачи, причем $., $2..., Фо, выражают функции неиз- 


вестных координат и времени Е сохраняющие одно и то же 
значение в течение всего времени движения. Очевидно, что 
любая функция величин ф,, Ф.,..., фо, будет обладать тем 


же свойством, вследствие чего величину 
А = РР’, ($1, Фо, ..., ©) — Г (с, В, у, ...) ТТ, л) 


мы можем тоже рассматривать как некоторый интеграл диф- 
ференциальных уравнений движения. 
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Если мы рассмотрим второй интеграл 
В =Р. ($1, ф2,..., Фэк) = Е (©, В, у, ..., Т, ^), 


причем РЁ: и Ё, обозначают две произвольные функции, то, 
пользуясь только правилами дифференцирования, мы легко 
удостоверимся, что если скомбинировать оба интеграла А и 
В, как это было указано в предыдущем параграфе, мы полу- 
чим тождественно 


ОЕ. дЕ, _ ОЕ, г В (ее дЕ, _ ОЕ, ОЕ, 


6х 08 08 ба ба) +... + 


ОЕ, ОЕ: _ ОЕ. ОЕ» - ОР, ОР. ОЕ, ОР. 
В 0у ду 08 +... (55 0х —д^ о 


Эта формула дает результат сочетания двух интегралов 4 и 
В в функции результатов, полученных путем комбинирования 
интегралов, от которых зависят величины Аи В. Эта фор- 
мула в дальнейшем нам очень пригодится. 


(А, В) = (а, в 


+ (8, ° ( 


Ш. 


Когда нам известны два интеграла, которые мы для крат- 
кости обозначим через х и В по наименованию входящих в них 
постоянных, можно двумя различными путями добиться того, 
чтобы результат их сочетания не дал нового интеграла. 
В самом деле, это будет в том случае, когда выражение 
(х, В) тождественно постоянно или когда, не будучи тожде- 
ственно постоянным, оно является такой функцией “и В, 
которая может быть получена путем сочетания этих двух 
интегралов. Важно исследовать оба эти случая и определить, 
должны ли они часто встречаться. Докажем сначала теоре- 
му, которая позволяет связать эти два случая. Если “=, 
В = представляют собою два таких интеграла одной и той 
оке задачи, что (“, В) является функцией « и В, то всегда 
существует некоторая функция & и В, которая, будучи при- 
равнена постоянной у, дает такой интеграл, что («, 1) то- 
медественно равно единице. 

Действительно, согласно формуле предыдущего параграфа 
мы имеем 


( 
(о, 1) = (@, В в; 


следовательно, если (х, В), как мы допустили, является функ- 
цией о.и В, можно всегда определить ‘у с помощью условия 
9 1 
В (=, В) 


и сделать так, чтобы величина (х, у) была’ равна единицо. 
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У. 


После того как мы доказали, что оба случая, для кото- 
рых теорема Пуассона дает иллюзорные результаты, тесно 
связаны друг с другом, мы в Дальнеишем ограничимся ис- 
следованием интегралов, которые, будучи скомбинированы с 
-заданным интегралом, сообщают выражению Пуассона то- 
осдественно постоянное значение. 

Докажем следующую теорему. 

Каков бы ни был заданный интеграл а, всегда можно до- 
полнить решение задачи, прибавив к нему другие интегралы 
В., В»,..., Вэак—1, которые, будучи скомбини рованы с «, сообщат 


уравнению Пуассона тождественный вид, так что мы будем 
иметь 


(а, В.) =1, (и, В») =0, (х, Вз) =0,..., (“, Вар 1)=0. 


Отметим прежде всего, что каков бы ни был интеграл «, 
невозможно, чтобы не существовал по крайней мерееще один 
интеграл В такого рода, чтобы величина («, В) была отлична от 
нуля. 


В самом деле, если бы это было не так, то уравнение 


9% ОВ _ 4% 98 _( 
др, 941 04, Эр 


в котором В рассматривается как неизвестная величина, до- 
пускало бы все решения уравнения 


ОН 9В _ 9Н [21 _0 
> др, 041 94: ЭР: 


выражающего, что В является интегралом. Но так как оба 
эти уравнения линейные и содержат одинаковое число 
независимых переменных, то они не могут иметь одного и 
того же общего интеграла, не будучи тождественными, а это, 
очевидно, требует того, чтобы « была функцией Н, т. е. что- 
бы заданный интеграл был интегралом живых сил. Но даже 
в этом случае существует интеграл, который, будучи ском- 
бинирован с «, дает в качестве результата единицу; это — тот 
интеграл, постоянная которого прибавлена ко времени. Таким 
образом наше утверждение доказано для всех случаев. 
Во-вторых, докажем, что заданному интегралу % всегда 
соответствует по крайней мере один такой интеграл В, что 


(%, В) =1. 
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В самом деле, пусть имеется такой интеграл 1, что вели- 
чина (х, у) отлична от нуля. Положим 


(&, у) = б, 
(и, 5) = Е, 
(9, =) = 1, 


и остановимся тогда, когда один из интегралов 65, =, у будет 
тождественно постоянен или будет функцией предыдущих ин- 
тегралов. Невозможно, чтобы один из этих случаев не насту- 
пил, так как число различных интегралов необходимо огра- 
пичено. Предположим, например, что мы имеем 


я = А (, 1, 6, =), 


где функция РЁ может свестись к простой постоянной величине. 
Пусть о (“, 1, 5, =) — новый интеграл, который я обозначу че- 
рез С, тогда мы имеем 
до дд д. 
(о, $) = 5 Ех тг; 
91 95 дЕ 
положив (, С) = 1, мы получим дифференциальное уравнение, 
из которого выведем о. 
Теперь мы можем дать доказательство теоремы, состав- 
ляющей предмет настоящего параграфа. 
Если дан некоторый интеграл &«, можно всегда дополнить 
решение задачи с помощью таких интегралов В1, В.,..., Вок, 
что | 


(а, В.) = 1, (=, Ва) = 0,..., (м, Вл _1) = 0. 


Выше было доказано существование такого интеграла В:, что, 
(«, В.) =1. Следовательно, остается доказать, что существует 
2К —2 интегралов, отличных от чи В, которые, будучи ском- 
бинированы с &, сообщают уравнению Пуассона вид 0 = 0. 
Действительно, назовем & число интегралов, удовлетворяю- 
щих этому условию, и обозначим их через В», Вз,..., Вы. 
Если и +1 меньше 2^А — 2, то существуют интегралы, не зави- 
симые от упомянутых, как от а, так и от В,. Пуеть Вы — 


один из этих интегралов; положим 
(х, Вэ) = Виз, 


где В,,з согласно допущению будет отлично от нуля. Оно 


будет также отлично от единицы, так как в противном слу- 
чае мы имели бы 


(<, В-9 — В,) — 0, 
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и тогда В, ‚о — В: согласно нашему допущению было бы функ- 
цией В, В.,..., В +-1 так что Ви не было бы новым инте- 


гралом. 
Положим 


(, В, --3) == Вы, 
(а, В. 4) — В -5, 
и так далее, пока мы не дойдем до интеграла, который тождест- 


венно постоянен или является функцией предыдущих инте- 
гралов. Пусть этот интеграл 


Вы Е (Вы, Выдыо, Выль...» Вл›0) 
и положим 
Тт-=® (В , Вы , В. 443 бе.) В, ©), 
тогда мы будем иметь 


до 
1 


(и, 1) = Е -+ 


до 0%, 
ОВ, РНР 2, 


приравняв (а, 1) нулю, мы, очевидно, получим уравнение от- 
носительно ®, интеграл которого даст решения для функций 
В, Ви, Выль, 4.) 1 и притом отличные от Вь, Вз..., 
Вы+1; ибо если бы этого не было, то в противоположность 


сделанному допущению существовало бы соотношение меж- 
ду интегралами, полученными до В,.!. Следовательно, мы 


сделали невозможное допущение, ограничивши числом и ко- 
личество интегралов, которые, будучи скомбинированы со, 
дают результат, тождественно равный нулю, и стало быть 
число д не может быть отлично от 2К— 2. 

Таким образом упомянутая выше теорема доказана. 


у. 


Согласно изложенному выше, если дан некоторый инте- 
грал «, то можно дополнить решение задачи с помощью интегра- 
лов В:, В»,..., Вок, которые, будучи скомбинированы с а, 
все сообщают формуле Пуассона тождественный вид. Несле- 
дует, однако, думать, что в силу этого все интегралы задачи 
заключаются в одном и том же случае. 
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В самом деле, рассмотрим наиболее общий интеграл 


« (, В, В., ...у Вок 1) = п; 


зогда согласно формуле параграфа П мы имеем 


9 9. 
(и, 1) = (в) дв. = В, 


и, следовательно, выражение (х, \) ‘будет тождественно по- 


стоянным только в том случае, если в, само по себе яв- 


1 
ляется постоянной величиной; но мы видим, что все инте- 


гралы, число которых бесконечно и которые получаются пу- 
тем комбинирования о, В»,...,Во,_. дают результат, то- 
ждественно равный нулю, если их сочетать с “. Только те 
интегралы, которые содержат в себе В, могут привести к 
нетождественным результатам. Согласно этому два интеграла 
хи В, связаны между собою совершенно особым образом, 
вследствие чего я предложил бы их назвать сопряженными 
интегралами. Свойства этих сопряженных интегралов могли 
бы послужить темой для интересного исследования, которому 
здесь, однако, не может быть уделено место. По вопросу о 
применениях, какие могла бы получить теорема Пуассона 
для иптегрирования дифференциальных уравнений механики 


я отошлю читателя к мемуару, опубликованному в ХУП томе 
журнала Лиувилля, стр. 393. 


УШ. 
Г. ДАРБУ. 


О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ СИСТЕМЫ ТЕЛ. 


В начале шестого отдела (стр. 438) Лагранж подвергает 
углубленному исследованию малые колебания, выполняемые 
различными телами системы, когда их лишь немного выво- 
дят из положения равновесия. Только применение замечатель- 
ных результатов, которыми аналитическая механика обязана 
Лагранжу, позволяет успешно разрешить этот вопрос, один из 
наиболее важных и общих, какие только встречаются в теории 
лвижения. Но некоторые из выводов, приведенных Лагранжем, 
недостаточпо обоснованы. Решение этой проблемы зависит от 
разрешепия алгебраического уравпения, метод составления 
которого был указан Лаграпжем; это уравнение никогда не 
имест мпимых корней, по, в противоположность утворждению 
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знаменитого математика, может имогь равпые корни. Сей- 

час мы покажем это, пользуясь методом приведения 

квадратичных форм, принадлежащим Кронекеру (Ктопескег). 
Рассмотрим две однородные квадратичные формы 


2 
{= ал, + Зах, +... = У Увиать, 
. (1) 
о = бе а, +... = ху, у, 
зависящих от п перемепных ху, х2,...,%). Формула 


А/—Ф= > а, — бя, 


в которой обозначает постоянную, способную принимать всевоз- 
можные значения, определяет то,что мы вместе с Кронекером на- 
зовем пучком квадратичных форм. Алгебраическое уравнение 


17 1% 
Лао1 — р Лао — Ир ...’ Чт — т, — 0, (2) 
тт — и аи — И “али Вим 


как известно, определяет значепия /\, для которых квадра- 
тичная форма ^/— о сводится к сумме, составленной по мень- 
шей мере из п квадратов; это уравнение никогда тождеет- 
венно не удовлетворяется, если, какая-либо форма, например }, 
имеет детерминант, отличный от нуля. ‘ 

На основе изложенного мы начнем с обоснования сле- 
дующей леммы. 

Будем, как обычно, называть определенной формой всякую 
квадратичную функцию п переменных, которую можно све- 
сти к сумме п квадратов, имеющих один и тот же знак, и 
которая, следовательно, может стать равной нулю только в 
том случае, когда мы присвоим нулевые значения всем пере- 
менным, от которых она зависит. Мы докажем, что если урав- 
нение (2) имеет один мнимый корень, то квадратичная форма } 
или всякая иная форма пучка не может быть определенной 
формой. 

В самом деле пусть № =©“--В является этим мнимым 
корнем уравнения (2); квадратичная форма 


(«+ В)/— $ 


будет представлять собою сумму, составленную по крайней мере 
из п квадратов. Следовательно, можно написать 


(«--В:) 7 —Фф= (у1- 13; -- (уа- 1) + ... + (Укр и) (3) 
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где у,;, з, обозначают линейные вещественные функции пере- 
менных 2;, х.,...,7,„. Если приравнять вещественные и.мни- 


мые части, стоящие в обеих частях равенства, то мы по- 
лучим 


ВУ = 21 21 + 25 82 - ... - 2 рЗи—р’ 
и ф=убе уфа +... 9 р-р, 


и стало быть 


м-е=и-яу я -э= Х(и-ч +2“, ). 


Этому уравнению можно, очевидно, придать следующий 
вид: 


1 
У —Ф = У (у; — т; [ига , 
( 


где все постоянные величины т, являются вещественными. 


Следовательно, функция ^}—ф обратится в нуль, если для 
всех значений # мы положим 


у; —т,;3,; = 0. (4) 


Число полученных таким образом уравнений меньше п; 
эти уравнения линейны по отношению к переменным х\,..., 
тп, сверх того все их коэффициенты вещественны. Следова- 
тельно, они могут быть удовлетворены вещественными значе- 
НИЯМи 21, 2.,....Х,, которые не все равны нулю. Таким об- 


разом форма Х}—Ф, обращающаяся в нуль при вещественных 
значениях независимых переменных, которые не все равны 
нулю, не может быть определенной формой, каково бы ни 
было вообще значение, приписываемое 4. 

Если бы мы захотели обосновать этот вывод только для 
формы ], можно было бы приведенное выше рассуждение 
повторить, подставив в систему (4) уравнения у; =0 


Из указанного выше предложения непосредственно сле- 
дует, что если пучок квадратичных форм содержит одну 
определенную форму, то все корни уравнения относительно 
Х, соответствующего этому пучку, обязательно вещественны. 

В частности, это имеет место в том случае, когда, как мы 
это примем в дальнейшем, } является определенной формой. 

Пусть теперь А — корень, необходимо вещественный, урав- 
нения (2). Квадратичная функция А} —Ф может быть приве- 
дена к следующему виду: 


13 


К —Ф=а, 2 ам +... Ч арт , (5) 
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где ж, 2’, и.) ху обозначают функции, линейно независимые 
от 21,...,2), а число р не превышает п — 1. 

В качестве новых независимых переменных можно при- 
НЯТЬ 2’, 2’, ..., тр и их подставить вместо равного числа 
первоначальных переменных. Так, например, если из формул, 
_выражающих 2’, и т, можно вывести значения 21, хо,...,тр, 
то мы изберем в качестве новых независимых переменных 


7 / / 


Ту Ябь..., Яр бр, -.., и, 
Тогда мы получим 
7 7 ‚ 
х 
, , Хо... 
= ЕР (2,8... р) + В 12 Ру 
2-12 и 
аз ку 2 


/ 
где ЁР обозначает часть, содержащую только переменные х;, 


В — часть содержащую произведения переменных 2; на пере- 
менные х,, и Ф — часть, содержащую только переменные х,. 
Для дальнейшего преобразования } мы воспользуемся следую- 
щим замечанием. ° 
Пусть дана определенная форма п переменных хт, х.,... 
..2„; если положить равными нулю некоторое количество пе- 


ременных, например 2,.1,...,х,„, то остается определенная 


форма переменных 21, х.,..., 

В самом деле, если бы эта форма не была определенной, 
то она обращалась бы в нуль для значений переменных 
2,.... у которые не все были бы нулями; тогда одна из 


этих систем значений, взятая в сочетании с нулевыми зна- 
чениями последующих переменных Яр 1, ...) Жи, превратила 


бы в нуль первоначальную форму, которая, в противополож- 
ность допущению, не оказалась бы определенной. 

Из приведенного замечания следует, что в выражении (6) 
пля } части Р и Ф являются определенными формами по от- 
ношению к переменным, от которых они зависят. Стало быть, 
Ф можно свести к сумме квадратов 


’ 


2 го ‚72 
В Ви 


имеющих одинаковые знаки, например положительные, если 
форма } положительна, причем 2, ...;) 2, обозначают 
функции, независимые от 741...) #„, Которые мы подетав- 
ляем вместо этих последних переменных. 
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Затем часть В примет следующий вид: 
2 Рр +1 22 р, Рон, ... + 2% Р, 


- / 
где Р,..., Р„ являются линейными функциями 2 ,.... 
и } может быть написана слелующим образом: 


(ео -ЕРр. +... + (2, + Р,) р (#,, 2 


Наконец, если мы введем новые переменные 


р?’ 


/ . / 


19:2). 


и 


# и / 
ра = Яр, Ро’. 2 = 2 Р, 
то мы получим следующее окончательное выражение для 1: 


Ио Ио / / 
= ра р ео + Л. (2, ›.7, ,..., Яр}; (7) 
согласно сделанному выше замечанию } тоже будет опре- 
деленной формой переменных, от которых она зависит. 
Уравнение (5) дает нам возможность определить ф и мы 
получаем 
72 


Фр +... 2, ) + 91 (2, 2... 2), (8) 


где для краткости с помощью ф: обозначена квадратичная 
функция 


/ / го го 
. — ——. с а 
Кр (=, и я хр) а, 2, рр, 
/ ! 
зависящая исключительно от переменных х.,..., 2). 


Все допущения, сделанные в начале этой статьи, можно 
теперь применить к двум формам }1 и $1, анологичным }] и ф, 
но зависящим от меньшего количества переменных. Следова- 
тельно, к этим двум формам можно снова применить тот 
метод, которым мы воспользовались выше, и совершенно так 
же продолжать до тех пор, пока мы не исчерпаем всех пере- 
менных. Окончательный результат, очевидно, сведется к сле- 
дующему. 

Две квадратичных формы } и ф можно всегда представить 
в следующем виде: 


1—7, [—и, 
{= Уи, += Ха, 
$=1 1—1 


где величины у; являются функциями линейными, веществен- 


ными и независимыми от первоначальных переменных, а по- 
стоянные величины а, являются корнями уравнения (2), необ- 


ходимо вещественными, но при этом равными или неравными. 
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Приведенное предложение играет основную роль в боль- 
шом количестве применений. Рассмотрим, в частности, проблему 
бесконечно малых колебаний; метод, которым пользовался 
Лагранж, сводился к тому, что все переменные, от которых 
зависит положение системы, выражаются в функции новых 
переменных 


51, бы». › би, 


которые независимы и в положении равновесия все равны 
нулю. Согласно этому, если предположить, что все тела 
находятся очень близко от своего положения равновесия и 
что сообщенные этим телам скорости тоже бесконечно малы, 
то все упомянутые выше переменные будут очень малыми 
величинами и такими же будут их производные 


Вычислим половину живой силы Т и функцию сил Г, огра- 
ничившись членами меньшего измерения. Мы получим 


ГЕ, Е...) 


где } обозначает квадратичную форму производных &/,..., Е), 


которая в силу своей природы будет определенной формой. 
Что касается функции сил, то ‘если через У, обозначить 


ее значение в положении равновесия, то мы будем иметь 
ГЕИ, + (Е, Ё,...,Ё,), 


где ф обозначает квадратичную форму переменных Ё&1,..., 
Применим метод Кронекера к двум функциям 


(21-3) би); Ф (1, ---, 6); 


с помощью той же линейной подстановки © постоянными 
коэффициентами мы сможем свести их к простым формам 


$=>Ъ $=п 


=>, ®= Хай. 


1-=1 $=1 


Величины а; будут корнями уравнения относительно Х по 


отношению к пучку А} —ф; они все будут положительными 
если в состоянии равновесия функция сил будет минимумом. 


$7* 
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Если по отношению к переменным &,, Е,’ применить линей- 
ную подстановку, то они преобразуются подобным же образом; 
тогда мы необходимо получим 


$=п 


Т = У у, 


$=1 


и, следовательно, уравнения Лагранжа (стр. 443) примут сле- 
дуюший вид: 

ау; 

те На; =0 (1=12,...,п): 


Как мы показали выше, величины а., которые всегда вещест- 


венны, могут быть, однако, и равными между собою. Тем не 
менее основной вывод, указанный Лагранжем, остается в силе: 
если в состоянии равновесия функция сил является миниму- 
мом, то постоянные величины а, все положительны, и инте- 


гралы указанных выше дифференциальных уравнений никогда 
не содержат времени вне знаков синуса или косинуса. 


ПРИМЕЧАНИЯ 


А. Лагранж, т. 1 


к 


ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРОВ РУССКОГО ПЕРЕВОДА. 


[2] Жозеф-Луи Лагранж (Тозерв-Гои1з Гастапое) родился 
в Турине 25 января 1736 года в семье военного казначея, 
разоренного постоянными финансовыми спекуляциями. Моло- 
дой Лагранж весьма легко отнесся к разорению семьи. Впо- 
следствии он говорил: «Если бы я был богат, я, вероятно, не 
достиг бы моего положения в математике; а в какой другой 
деятельности я добился бы тех же успехов?». 

Семнадцатилетним юношей Лагранж увлекся математи- 
ческими науками, главным образом под влиянием мемуара 
Галлея «О преимуществах аналитического метода», а в во- 
семнаддать лет уже получил самостоятельные результаты 
как в области дифференциального и интегрального исчислений, 
так и в области зарождавшетося тогда (Эйлер) вариационного 
исчисления. В 1754 году, т. е. девятнадцати лет от роду, 
Лагранж уже профессор артиллерийской школы в Турине; он 
объединяет своих слушателей и образует ученое общество, в 
дальнейшем превратившееся в знаменитую Туринскую ака- 
демию. В печатном органе этого общества «Ас{ез 4е ]а $06166 
рту6е 4е Тоии» Лагранж помещает свои первые работы 
по изопериметрии, вызвавшие восхищенные отзывы Эйлера; 
здесь же появляется исследование по применению принци- 
па Даламбера к проблемам непрерывных сред  (гидроди- 
намика и акустика), впоследствии развитое вего «М6сап1аче 
Апа!у 94че». Даламбер высоко оценил работы Лагранжа по 
равновесию жидких тел. В 1759 году, по представлению 9й- 
лера, Лагранж был избран членом Берлинской академии 
наук. 

Парижская академия объявила (в 1764 г.) конкуре на 
лучшее сочинение, содержащее объяснение явления либрации 
луны. Лагранж представил на конкурс свою работу, дающую 
исчерпывающее решение задачи, основанное на применении 
принципа Даламбера и начала виртуальных скоростей. Премия 
была присуждена Лагранжу. Даламбер по этому поводу писал 
ему: «Я читал столько же с удовольствием, сколько и с поль- 
зой Ваше замечательное произведение о либрации луны, столь 
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достойное премии, которую оно получило». Результаты, по- 
лученные Лагранжем, позволили Академии поставить еще 
более сложную задачу создания теории спутников Юпитера. 
Лагранж (1766) вновь получает премию за значительное про- 
движение этой сложной задачи. Лишь 24 года спустя эта 
задача была полностью решена Лапласом. 

В 1766 году Лагранж переехал в Париж, где был радостно 
встречен Даламбером, Нлеро, Кондорсе и другими. В это 
время стало известно, что Эйлер оставил пост президента 
физико-математического класса Берлинской академии и пере- 
ехал в С.-Петербург. Даламбер предложил кандидатуру Ла- 
гранжа, Эйлер горячо ее поддержал, и 6-го ноября 1766 года 
Лагранж переехал в Берлин, где и пробыл до 1787 г. Сборники 
Берлинской академии в этот период обогатились целым 
рядом блестящих работ Лагранжа как по математике, так и по 
общей и небесной механике. Именно к этому времени относятся 
его знаменитое решение задачи Кеплера (ряд Лагранжа), 
исследования по вопросу о вращении твердого тела вокруг 
неподвижного центра, решение задачи о притяжении эл- 
липтического сфероида, создание основ теории возмущений 
и многие другие. 

К этому же периоду относится и создание знаменитой 
«Месап1аае Апа]уаче», перевод первого тома которой здесь 
дается. Исходя из основного принципа возможных скоростей, 
которому Лагранж дал новое доказательство, и пользуясь 
разработанными им же вариационными методами, Лагранж 
строит здесь впервые полную систему аналитической механики. 
В этом классическом труде сосредоточено такое количество 
фундаментальных идей и блестящих методов, до такой пре- 
дельной ясности доведено изложение основных законов меха- 
ники, что и до сих пор эта кпига не потеряла своей свежести 
и может быть использована как классический трактат по 
аналитической механике. Здесь впервые появляется идея 
обобщенных координат; лагранжев метод рассмотрения жидко- 
сти, как материальной системы, характеризуемой большой 
подвия‹ностью частиц, уничтожил различие между механикой 
жидкости и механикой твердого тела, так что общие принципы 
механики могли быть распространены на гидростатику и гид- 
родинамику. Механика у Лагранжа стала общей наукой 
о движении материальных систем; Лагранж показал, что 
газ, жидкость, упругое тело в своих движениях подчиня- 
тотся уравнениям, которые могут быть выведены из общих 
принпипов. 

Применение чисто аналитических методов (без единого 
чертежа) показало, что механика может получить значитель- 
ное развитие при пользовании анализом. 

Элегантность и внутренняя гармоничность методов «Анали- 
тической механики» вполне оправдывает мнение В. Гамильтона, 
называвшего эту книгу «научной поэмой» (а Кш@ о{ зеепийЙс 
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роет). Лагранж решил издать свою «Аналитическую механику» 
на французском языке в Париже. Несмотря на ряд затрудне- 
ний, она в конце концов вышла в 1788 году. Третье издание 
этой книги вышло с примечаниями Ж. Бертрана в 1853 году. 
а четвертое было дополнено примечаниями Г. Дарбу. 

В 1786 году умер прусский король Фридрих Великий 
и «просвещенный абсолютизм» сменился мрачным царствова- 
нием Фридриха-Вильгельма П. В связи с изменившимся отно- 
шением к ученым и Академии Лагранж решил вернуться во 
Францию, где он в течение предыдущих 15 лет числился 
иностранным членом Академии. Переезд во Францию произо- 
шел в 1788 году. После революции Лагранж был назначен 
председателем комиссии по установлению новой (метрической) 
системы мер и весов и много сделал для введения этой 
системы. Учредительное собрание специальным декретом 
назначило ему пенсию. После излания’ декрета Конвента 
о высылке из Франции лиц иностранного происхождения, 
Лагранж ‘уже готовился принять новое прусское прелложение, 
но Конвент для него сделал исключение и просил его остаться. 
Создание Нормальной школы (Есо]е Могша!е) и Политехни- 
ческой школы (Ёсойе Ро]уцеспи1аие) заставило Лагранжа оста- 
вить мысль об отъезде и обратиться к работе по развитию 
этих высших школ. 


Происшедшие затем смены власти не отразились на отно- 
шении к Лагранжу. До конца своих дней великий ученый 
пользовался большим авторитетом. Умер Лагранж в 1813 году. 
Останки его покоятся в Пантеоне. 


Полное собрание сочинений Лагранжа издано в 14 томах 
в период с 1866 по 1892 год. Нет такой области математи- 
ческого анализа, геометрии. механики, которую Лагранж не 
двинул бы далеко вперед. Им почти целиком создана сфери- 
ческая тригонометрия, результаты его исследований по теории 
чисел, по алгебре, дифференциальному и интегральному исчи- 
слениям переполняют существующие монографии и курсы, 
и, наконец, его работами было фактически определено все 
дальнейшее развитие механики Х]Х века. Такие великие 
математики, как его современники Пуассон, Лаплас, а в 
дальнейшем Остроградекий, Якоби и др., развивали методы 
Лагранжа. И в настоящее время, когда читаешь «Аналитиче- 
скую механику», то не можешь оторваться от мысли, что совре- 
менпые курсы механики (например, курс Аппеля) в большей 
своей части пересказывают и комментируют эту классиче- 
скую работу. 

Перевод «Аналитической механики» Лагранжа вызвал зна- 
чительные трудности, и ответственность за этот перевод крайпе 
зелика. Переводчик и редакторы старались как можно точнее 
придерживаться оригинала и сохранять терминологию Лагран- 
жа, хотя в настоящее время она уже значительно измепилась. 
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Незначительные комментарии редакторов перевода стремятся 
облегчить нашему советскому читателю понимание наиболее 
сложных мест книги и дать некоторые дополнения к исчер- 
пывающим комментариям Бертрана и Дарбу к последнему 
французскому изданию «М6сашаие Апва]уЙаие», с которого 
сделан настоящий перевод на русский язык. 

[2] (к стр. 18). Имеется русский перевод: Галилео Га- 
лилей, Беседы и математические доказательства, касающиеся 
двух новых отраслей науки, относящихся к механике и ме- 
стному движению; перевод под ред. А. Н. Долгова, 
Москва — Ленинград, 1934. По излагаемому здесь вопросу 
ем. стр. 220. 

[3] (к стр. 31). Под силой бросания (огсе 4е ргоесИоп) 
Лагранж, очевидно, подразумевает начальный импульс. 

[4] (к стр. 32). Под относительной тяжестью (а отауця 
ге]а уе) подразумевается составляющая сила веса вдоль на- 
клонной плоскости. 

[2] (к стр. 39). Это определение, конечно, не является 
строгим. Под виртуальной скоростью или перемещением сле- 
дует понимать скорости или перемещения, совместимые со 
связями. Лагранж суживает определение, понимая под вир- 
туальным перемещением или скоростью одно из действитель- 
ных перемещений или’ скоростей, а именно то, которое про- 
изойдет при нарушении условий равновесия. 

[6] (к стр. 42). Интересно отметить, что ни здесь, ни в 
дальнейшем не применяется термин работа. Лагранж для 
произведения силы на проекцию перемещения на направле- 
нии силы употребляет термин Галилея — момент. Термин 
работа появился в начале ХХ века (в 1826) в сочинениях 
по прикладной механике (Ропсе]её, Ргопу, Барш и др.). 

Кулон говорил количество действия, Карно — механиче- 
ская мощность, динамический эффект и пр. См. по этому по- 
воду Г. Догевё\!, 1[е3 ргше1рез де 1а шбсвап1аче с]азз1аче, 
Раг1з, 1928. 

[7] (к стр. 43). Весьма ясное изложение лагранжева до- 
казательства принципа возможных перемещений дано в из- 
вестной книге В. Л. Кирпичева, Беседы о механике, 
Москва—Ленинград, 1933, етр. 15. 

[8] (к стр. 48). Лагранж везде вместо термина отрезок 
употребляет термин линия. 

[3] (к стр. 55). Особенность изложения Лагранжа состоит 
в том, что он, вводя классификацию сил на внешние и внут- 
ренние, при определении работ внутренних сил всегда в ка- 
честве элемента рассматривает сумму работ действия и противо- 
действия, особо отмечая взаимное перемещение взаимодей- 
ствующих точек. 

[20] (к стр. 65). В этом пупкте Лагранж, говоря о не- 
уравновешенной системе тел, противопоставляет непосред- 
ственно приложенные силы (заданные по современной термино- 
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логии) и взаимодействия тел, т. е., повидимому, реакции иде- 
альных связей. Последняя фраза Лагранжа должна быть, по 
нашему мнению, понята в том смысле, что при нарушении 
равновесия система придет в движение, определяемое как 
действующими силами, так и связями, существующими в си- 
стеме. 

[11] (к стр. 95). Чтобы избежать недоразумений, укажем, 
что П является у Лагранжа потенциальной энергией (по со- 
временной терминологии), а не силовой функцией. То, что 
сумма «моментов» оказывается равной АП, а не —аП, объяс- 
няется тем, что по Лагранжу 4р представляет уменьшение 
расстояния точки приложения силы до центра, куда сила 
направлена. 

[12] (к стр. 97). Напомним читателю, что если первая 
часть теоремы Лагранжа об устойчивости равновесия была 
впоследствии строго доказана Лежен-Дирихле, то вторая, за- 
ключающая утверждение о неустойчивости равновесия при 
максимуме потенциальной энергии П, с почти исчерпываю- 
щей полнотой доказана А. М. Ляпуновым. См. его мемуар 
«О неустойчивости равновесия в некоторых случаях, когда 
функция сил не есть максимум, воспроизве денный в книге 
«Общая задача об устойчивости движения», Москва — Ленин- 
град, 1935, стр. 357. 

[23] (к стр. 101). Недостатком доказательства Лагранжа 
является предположение о разложимости величины П в ряд 
по степеням координат, что является, вообще говоря, стесни- 
тельным ограничением. Доказательство, данное Дирихле, 
не имеет этого недостатка. 

[14] (к стр. 101). Указание Лагранжа на возможность 0обоб- 
щения его метода доказательства на случай равенства нулю 
всех вторых и третьих производных вызывает серьезное со- 
мнение, так как сама возможность приведения формы 4-й сте- 
пени к каноническому виду не исследована. 

[15] (к стр. 130). Здесь уравнение сохранения массы 4т 
при движении трактуется, как условное уравнение, что и 
позволяет Лагранжу писать в согласии с предыдущими обо- 
значениями 6 Г, = бат. 

[18] (к стр. 199). Под Е Лагранж здесь понимает силу 
упругости, отнесенную к единице длины кривой на поверх- 
ности. Если выбрать на данной поверхности элементарную 
площадку произвольной формы, то работа силы натяжения 
ЕР 43 на перемещении 5п будет равна Е 4$ дп, т. е. Е 6, где 
под 65 понимается вариация элементарной площади; таким 
образом и получается формула в тексте. 

[17] (к стр. 203). Это замечание Лагранжа объясняется 
тем, что интеграл последнего уравнения (равновесия мем- 
браны) может быть выражен через функцию от комплексного 
переменного. В наше время метод комплексных переменных 
дал столь большое число решений прикладных задач, что при- 
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мечание Лагранжа о «малой пригодности для применения» 
этого метода покажется современному читателю анахронизмом. 

[28] (к стр. 233). План построения статики твердого тела 
(деформируемого и нелеформируемого) в аналитической меха- 
нике Лагранжа следующий: в отделе третьем Лагранж дает 
общее уравнение равновесия любой системы материальных то- 
чек, показывая, что необходимыми условиями равновесия 
являются условия равенства нулю сумм проекций сил и сумм 
моментов сил относительно координатных осей. Хотя это ни- 
где не оговорено, но, повидимому, в третьем отделе речь идет 
о свободной системе. В четвертом отделе Лагранж рассмат- 
ривает системы, подчиненные связям (условным уравнениям), 
и вводит для решения задачи метод множителей, носящий и 
ныне.его имя. Таким путем он может уже подойти к связан- 
ным системам и, в частности, к вопросам равновесия упругих 
тел (пятый отдел). В этом порядке идей сложность задачи 
оказывается возрастающей вместе с числом налагаемых связей, 
так что абсолютно твердое тело оказывается наиболее слож- 
пым случаем, рассмотрение которого отложено на самый ко- 
нец отдела У. Интересно отметить, что рассмотрению твердого 
тела предпосылается случай равновесия жесткой нити задан- 
ной формы (двоякой кривизны}, т.е. линейного многообра- 
зия, подчиненного условиям нерастяжимости, неизгибаемости 
и незакручиваемости. Эти условия и служат условиями связи. 
Лагранж, прекрасно понимая, что здесь рассматривается весъ- 
ма частный случай твердого тела, считает интересным рас- 
смотреть эту задачу, чтобы показать плодотворноеть и едино- 
образие своих методов. 

[2] (к стр. 257). Интересно отметить, что здесь дана тео- 
рия перемещений сплошной среды (формулы для относитель- 
ных удлинений и сдвигов), обычно приписываемая Коши 
(см. например, Ляв, Математическая теория упругости, 
стр. 22, Москва — Лепинград, 1956). 

[2] (к стр. 259). По существу говоря, здесь выведена фор- 
мула, называемая обычно формулой Гаусса-Остроградского. 

[21] (к стр, 293). Следуя подлиннику, мы сохраняем здесь 
термин «принцип силы инерции», хотя следовало бы по со- 
временной терминологии сказать просто «принципи инерции». 

[22] (к стр. 301). Понять это место текста чрезвычайно 
трудно. Неясность в определении силы имеет своим следствием 
то, что одна и та же величина называется разными термина- 
ми, сообразно тому, какая сторона явления рассматривается. 
Повидимому, Лагранж хочет выразить следующую мысль: 
тело, имеющее некоторое количество движения, может сооб- 
щить другому телу импульс, называемый здесь давлением 
(ртгез$101); этот же импульс под видом «движущей силы» ({0г- 
сс той1ее), по мпепию Лаграпжа, может сообщить покоящему- 
ся телу ту скорость, с которой оно ударилось о второе тело. 

[23] (к стр. 310). Прием изменения направления движу- 
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щих сил на противоположное и утверждение, что эти силы 
должны находиться в равновесии с приложенными силами, 
составляет, как известно, содержание принципа Даламбера 
в том модернизированном виде, который придали ему в пер- 
вой четверти ХХ века творцы прикладной механики. Силы, 
равные по величине движущим силам и направленные в про- 
тивоположную сторону. теперь носят название сил инерции. 

[24] (котр. 312). Интересно еще раз подчеркнуть, что в этой 
формулировке Даламбера, в отличие от современных форму- 
лировок, принцип не содержит термина сила инерции. Даже 
наоборот, Даламбер, несомненно знавший работы Якова Бер- 
нулли и Эрмана, не считает необходимым связывать фор- 
мулировку столь общего принципа с частным приемом изме- 
нения направления движущих сил на противоположное. 

[25] (к стр. 366). В настоящее время для разыскания глав- 
ных осей инерции применяется метод определения осей сим- 
метрии эллипсоида инерции (Пуансо). Очевидно, что кубическое 
уравнение, применяемое Лагранжем в пункте 25, соответет- 
вует кубическому уравнению, применяемому при нриведении 
квадратичной формы к каноническому виду. 


[26] (к стр. 372). В формулировке теоремы живых сил в 
относительном движении по отношению к центру тяжести, 
приведенной Лагранжем, нужно иметь в виду, что работа 
(момент, по терминологии Лагранжа) сил вычисляется на пе- 
ремещениях, взятых относительно центра тяжести. Кстати 
отметим, что преобразование выражения живой силы, приве- 
денное в начале этого пункта, известно в курсах механики 
под именем теоремы Кенига. 


[2] (к стр. 401). Эти уравнения называются обычно у нас 
лагранжевыми уравнениями второго рода, тогда как уравне- 
ниями Лагранжа первого рода называются уравнения с неопре- 
деленными множителями. Происхождение такого порядка 
наименования уравнений, повидимому, объясняется тем, что 
уравнениями с пеопределенными множителями Лагранж поль- 
зуется уже в статике. 


[28] (к стр. 406). Такие координаты впоследствии получили 
паименование циклических (Гельмгольц). 

[22] (к стр. 453). Лагранж не дает доказательства вещест- 
венности и положительности корней уравнения, определяю- 
щего квадраты частот. Доказательство вещественности их 
приведено в заключительной заметке Дарбу в конце наетоя- 
щего тома. Что касается положительности корней, то она 
вытекает из известной теоремы Сильвестра, в предположении, 
что обе квадратичные формы Т и Г — определенные и поло- 
жительные. См. по этому поводу, папример, Уиттекер, 
Аналитическая динамика, Москва — Ленинград, стр. 206 или 
Лойцянский Л. Г. и Лурье А. И., Теоретическая механи- 
ка, Москва—Ленипград, 1934 г., том ТП, стр. 490. Утверждение 
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Лагранжа о том, что в случае равных корней уравнения частот 
интегралы уравнений движения будут содержать время вне 
тригонометрических функций, как известно, опровергнуто 
академиком О. И. Сомовым в мемуаре «Зиг Г6диаМоп а1оеЬ- 
г1Чие & Га14» 4е ]адаеПе оп а%егииие 1ез озс1ШаМоп$ %т63 
рецез @’ап зузеште 4е ро1пёз табег1е]з» (М6то1гез 4е РАса- 
А6п1е Чез Бе1епсез Че 54.-РеетзБомге, серия УП, т. 1, №14, 
1859, стр. 30). Этот же вопросе рассмотрел К. Вейерштрасс 
(МопазБег1с ве ег АКадетле ег У\У/15зепзсВа еп 12а Вет, 
1858, стр. 207—220). 

[30] (к стр. 454). В этом абзаце рассуждение основывается 
па неверном предположении, что интегралы уравнений малых 
колебаний системы около положения устойчивого равновесия 
могут содержать вековые члены. См. предыдущее примечание. 

[3] (котр. 456). Рассуждение этого абзаца ясно показывает, 
что Лагранж не сомневался в невозможности существования 
вековых членов в интегралах уравнений свободных колебаний, 
по не имел строгого доказательства этого положения. 

[32] (к етр. 457). Повидимому, здесь имеются в виду не- 
устойчивые системы, равновесие которых по отношению к части 
координат устойчиво, к другой части неустойчиво; например, 
тяжелое тело вблизи вершины седлообразной поверхности. 
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